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Abstract

物質が静止して見える座標系では、その物質中でのD, H は、電場E, 磁場Bと、

D = εE,

H =
1

µ
B

の関係にある。物質に対して等速直線運動する座標系では、この関係は、

Hµν =
1

cµ
Fµν +

( 1

cµ
− cε

) 1

c2
(F ν

ρ wρwµ − F µ
ρ wρwν) (0.1)

となる。ここで、wµは物質の 4元速度ベクトルで、

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 cB3 −cB2

E2 −cB3 0 cB1

E3 cB2 −cB1 0

 ,

Hµν =


0 cD1 cD2 cD3

−cD1 0 H3 −H2

−cD2 −H3 0 H1

−cD3 H2 −H1 0


である。(0.1)を、クリフォード代数を用いる方法と、座標変換を用いる方法とでそれぞれ
導出する。
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1 問題設定
物質が静止して見える座標系Σ0では、その物質中でのD, Hは、電場E, 磁場Bと、

D = εE, (1.1)

H =
1

µ
B (1.2)

の関係にある。Σ0から見て速度 (−v)で等速直線運動する座標系Σではこの関係はどうなるだ
ろうか？
今、

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 cB3 −cB2

E2 −cB3 0 cB1

E3 cB2 −cB1 0

 , (1.3)

Hµν =


0 cD1 cD2 cD3

−cD1 0 H3 −H2

−cD2 −H3 0 H1

−cD3 H2 −H1 0

 (1.4)

と置くと、Σ0で、

H ′0k = cεF ′0k, (1.5)

H ′jk =
1

cµ
F ′jk (1.6)

である。′は、Σ0系を表す。物質の 4元速度ベクトルをwµとすると、

Hµνw
ν = cεFµνw

ν , (1.7)

H [µνwλ] =
1

cµ
H [µνwλ] (1.8)

である [1]。ここで、A[µνλ]はAµνλの反対称化である。添字は、

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.9)

で下げ、その逆行列 ηµνで上げる。Σ0ではw0 = (c, 0, 0, 0)なので、(1.7)から (1.5)が、(1.8)か
ら (1.6)が得られる。
以下では、

Hµν =
1

cµ
F µν +

1

c2

( 1

cµ
− cε

)
(F ν

ρ wρwµ − F µ
ρ wρwν) (1.10)

を 2通りの方法で示す。1つは座標変換の方法 [2]で、もう 1つはクリフォード代数の方法であ
る。以下では、

ε0 = µ0 = c = 1 (1.11)

とする。
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2 クリフォード代数の方法
{γµ}3µ=0をクリフォード代数の基底とする。つまり、

γµγν + γνγµ = 2ηµν (2.1)

とする。また、

γµν := γ[µγν] =
1

2
(γµγν − γνγµ), (2.2)

γµνλ := γ[µγνγλ] (2.3)

と置く。このとき、

γµγν = ηµν + γµν , (2.4)

γλγµν = ηλµγν − ηλνγµ + γλµν (2.5)

である [3]。今、

H :=
1

2
Hµνγ

µν , (2.6)

F :=
1

2
Fµνγ

µν , (2.7)

w♭ := wµγ
γ, (2.8)

w := wµ∂µ (2.9)

とする。ここで、⌋を内部積として、

∂µ⌋γν = δνµ (2.10)

である。また、ωを任意の p形式, χを任意の微分形式1), Xを任意のベクトル場として、

X⌋(ω ∧ χ) = (X⌋ω) ∧ χ+ (−1)pω ∧ (X⌋χ) (2.11)

が成り立つ。さて、(2.5)より、

w♭H = w⌋H + w♭ ∧H (2.12)

である。ここで、

w♭ ∧H =
1

2
wλHµνγ

λµν =
1

2
w[λHµν]γ

λµν (2.13)

である。また、(1.7), (1.8)は、

w⌋H = εw⌋F, (2.14)

w♭ ∧H =
1

µ
w♭ ∧ F (2.15)

1)w♭ は 1形式で、F , H は 2形式である。
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と書ける。よって、

w♭H = εw⌋F +
1

µ
w♭ ∧ F (2.16)

である。ところで、

w♭w♭ = (w♭)2 = wµw
µ = −1 (2.17)

であるから、

H = −w♭(w♭H) (2.18)

である。これに (2.16)を代入して、

H = −εw♭(w⌋F )− 1

µ
w♭(w♭ ∧ F ) (2.19)

である。(2.4)より、

w♭(w⌋F ) = w⌋w⌋F + w♭ ∧ (w⌋F )

= w♭ ∧ (w⌋F ) (2.20)

である。また、

γσγµνλ = 3ησ[µγνλ] + γ[σγµγνγλ] (2.21)

なので [3]、

w♭(w♭ ∧ F ) = w⌋(w♭ ∧ F ) + w♭ ∧ (w♭ ∧ F )

= w⌋(w♭ ∧ F )

= −F − w♭ ∧ (w⌋F ) (2.22)

である。よって、

H =
1

µ
F +

( 1
µ
− ε

)
w♭ ∧ (w⌋F ) (2.23)

であり、

Hµν =
1

µ
Fµν +

( 1
µ
− ε

)
(Fρνw

ρwµ − Fρµw
ρwν) (2.24)

となる。これは (1.10)と一致する。
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3 座標変換の方法
物質が静止して見える座標系をΣ0, Σ0から見て速度 (−v)で等速直線運動する座標系をΣと
し、それぞれの座標を x′, xとする。今、

xµ = Λµ
νx

′ν (3.1)

とすると、

Hµν = Λµ
αΛ

ν
βH

′αβ

= (Λµ
0Λ

ν
k − Λµ

kΛ
ν
0)H

′0k + Λµ
jΛ

ν
kH

′jk (3.2)

である。(1.5), (1.6)より、

Hµν = Λµ
αΛ

ν
βH

′αβ

= (Λµ
0Λ

ν
k − Λµ

kΛ
ν
0)εF

′0k + Λµ
jΛ

ν
k

1

µ
F ′jk (3.3)

である。これより、

Hµν = (Λµ
0Λ

ν
k − Λµ

kΛ
ν
0)ε(Λ

−1)0α(Λ
−1)kβF

αβ + Λµ
jΛ

ν
k

1

µ
(Λ−1)jα(Λ

−1)kβF
αβ (3.4)

である。ここで、

Λµ
0 = wµ (3.5)

である2) 3)。よって、

Λν
k(Λ

−1)kβ = δνβ − Λν
0(Λ

−1)0β

= δνβ + wνwβ (3.6)

2)Λµ
0 = wµ は次のようにして得る [2]。x′µ = (x′0, 0)は xµ = Λµ

0x
′0 である。また、

vk =
dxk

dx0
= Λk

0

dx′0

dx0
, 1 =

dx0

dx0
= Λ0

0

dx′0

dx0

より、

Λk
0 = vk/

dx′0

dx0
, Λ0

0 = 1/
dx′0

dx0

であり、

−1 = η00 = ηµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = (−1 + v2)

[dx′0

dx0

]−2

なので、 [dx′0

dx0

]−1

=
1√

1− v2
= Λ0

0 , Λk
0 =

vk√
1− v2

を得る。
3)ローレンツブーストは、

Λµ
0 = wµ , Λ0

k = wk , Λi
j = δij +

γ2

1 + γ
vivj , γ =

1√
1− v2

である。
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である。ここで、(Λ−1)µν = Λ µ
ν を用いた。これより、

Λµ
0Λ

ν
k(Λ

−1)0α(Λ
−1)kβ = wµwα(δ

ν
β + wνwβ), (3.7)

Λµ
jΛ

ν
k

1

µ
(Λ−1)jα(Λ

−1)kβ = (δµα + wµwα)(δ
ν
β + wνwβ)

= δµαδ
ν
β + wµwαδ

ν
β + δµαw

νwβ + wµwαw
νwβ (3.8)

なので、

Hµν = ε(wνwαδ
µ
β − wµwαδ

ν
β)F

αβ +
1

µ
(δµαδ

ν
β + wµwαδ

ν
β + δµαw

νwβ)F
αβ

=
1

µ
F µν +

( 1
µ
− ε

)
(F ν

ρ wρwµ − F µ
ρ wρwν) (3.9)

となる。これは (1.10)と一致する。
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