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Abstract

このノートでは平坦時空での重力理論 [1]を考える。重力場は 2階対称テンソル hµν で
表される。ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) と hµν との和を、

gµν := ηµν + hµν (0.1)

と書く。この逆行列を gµν と書く。重力場のラグランジアン密度の候補は、

gµa1µa2gµa3µa4gµa5µa6∂µ1gµ2µ3∂µ4gµ5µ6 , {ak}6k=1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (0.2)

のタイプの項の線形結合である。第 2章では、この中からアインシュタインのラグランジ
アン密度

gµνΓα
βµΓ

β
αν − gµνΓρ

αρΓ
α
µν (0.3)

が選ばれることを示す。ここで、Γα
βµはクリストッフェル記号である。

第 1章では、アインシュタインのラグランジアン密度からアインシュタイン方程式が得
られることを示す。
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1 アインシュタイン方程式

1.1 準備

重力場は 2階対称テンソル hµνである。計量テンソル

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.1)

と hµνとの和を、

gµν := ηµν + hµν (1.2)

と書く。また、

Γλµν :=
1

2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]
(1.3)

とする。なお、gµνの逆行列を gµνと書く。
質点と重力場と、ゲージ場などのその他の場との合成系のラグランジアン密度を、

Stot = Sparticle +

∫
d4x

1

2
hµν(x)T

µν
(p)(x) + SGravity + Smatter (1.4)

とする。Smatterの hµνについての変分を、

δSmatter =

∫
d4x δhµν(x)

1

2
T µν
(m) (1.5)

で定義し、

T µν := T µν
(p) + T µν

(m) (1.6)

と置く。さて、質点の運動方程式より、質点のエネルギー・運動量テンソル T µν
(p)は、

gλµ∂νT
µν
(p) = −ΓλµνT

µν
(p) (1.7)

を満たす [1]。そこで、T µνも (1.7)を満たすと仮定する：

gλµ∂νT
µν = −ΓλµνT

µν . (1.8)

1.2 重力場の運動方程式

今、SGravityの hµνについての変分を、

δSGravity = −
∫

d4x δhµν(x)
1

2κ
Gµν (1.9)

とすると、重力場の運動方程式は、

Gµν = κT µν (1.10)

となる。κは定数 (アインシュタイン定数)である。
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1.3 重力場の作用の不変性

(1.8), (1.10)より、

gλµ∂νG
µν + ΓλµνG

µν = 0 (1.11)

が従う。
上式に ελをかけて積分すると、

0 =

∫
d4x

[
gλµ∂νG

µν + ΓλµνG
µν
]
ελ

=

∫
d4x

[
− ∂ν(gλµε

λ)Gµν + ΓλµνG
µνελ

]
=

∫
d4x Gµν 1

2

[
− ∂νgλµε

λ − ∂µgλνε
λ + 2Γλµνε

λ − gλµ∂νε
λ − gλν∂µε

λ
]

=

∫
d4x Gµν

(
− 1

2

)[
∂λgµνε

λ + gλµ∂νε
λ + gλν∂µε

λ
]

≡
∫

d4x Gµν
(
− 1

2

)
δ(ε)hµν (1.12)

を得る。εµは無限遠で 0になるとした。ここで、

δ(ε)hµν := ∂λgµνε
λ + gλµ∂νε

λ + gλν∂µε
λ (1.13)

である。(1.12)は、

hµν → hµν + δ(ε)hµν (1.14)

で SGravityが不変であることを意味する。以下では、特に、εµが無限小として、上の変換で不
変な作用を探す。

1.4 hµνの微分を含まない作用

今、

g := det(gµν) (1.15)

とすると、

δg = ggµνδgµν (1.16)

である。ここで、gµνは gµνの逆行列である。よって、

δ(−g)α = α(−g)α−1(−ggµνδgµν)
= α(−g)αgµνδgµν (1.17)

3



である。δgµν = δ(ε)gµν = δ(ε)hµνとして、

δ(ε)(−g)α = α(−g)αgµν(∂λgµνελ + gλµ∂νε
λ + gλν∂µε

λ)

= α(−g)α(g−1∂λgε
λ + 2∂µε

µ)

= εµ∂µ(−g)α + 2α(−g)α∂µεµ (1.18)

を得る。よって、α = 1/2の時は、

δ(ε)
√
−g = ∂µ(ε

µ
√
−g) (1.19)

となる。従って、

SΛ := −Λ

κ

∫
d4x
√
−g (1.20)

は作用の候補である。Λは宇宙定数である。

1.5 hµνの1階微分の2次式からなる作用

Γλ
µν := gλσΓσµν , (1.21)

Bµ
λαβ := ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα, (1.22)

Aµ
λαβ := Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα, (1.23)

Rµ
λαβ := Aµ

λαβ +Bµ
λαβ, (1.24)

Cµν := Cλ
µλν (C = A,B,R), (1.25)

C := gµνCµν (C = A,B,R) (1.26)

と置く1) と、

δ(ε)R = εµ∂µR (1.27)

となる (以下で示す)。よって、
√
−gR →

√
−gR + ∂µ(ε

µ
√
−g)R + εµ

√
−g∂µR

=
√
−gR + ∂µ(ε

µ
√
−gR) (1.28)

となる。また、
√
−gR w

= −
√
−gA (1.29)

である。ここで、w
=は全微分項を無視する近似である。これより、

SE :=

∫
d4x LE , LE := − 1

2κ

√
−gA (1.30)

は作用の候補である。これをアインシュタイン作用と言い、LEをアインシュタインのラグラン
ジアン密度と言う2)。

1)Γλµν = 1
2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]
であった。

2)Aは一般相対論では (一般座標変換に対して)スカラーではないが、特殊相対論 (平坦時空での重力理論)では
(ローレンツ変換に対して)スカラーである。
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1.6 δ(ε)R = εµ∂µRの証明

さて、

δ(ε)∂σgµν = ∂σgµλ∂νε
λ + ∂σgλν∂µε

λ + gµλ∂σ∂νε
λ + gλν∂σ∂µε

λ + ∂σε
λ∂λgµν

+ελ∂λ∂σgµν (1.31)

より、

δ(ε)Γσµν = Γσµλ∂νε
λ + Γσλν∂µε

λ + Γλµν∂σε
λ + ελ∂λΓσµν + gσλ∂µ∂νε

λ (1.32)

である。また、

δ(ε)gαβ = −∂νεαgνβ − ∂νε
βgαν − ελgαµgβν∂λgµν (1.33)

なので、

δ(ε)Γτ
µν = Γτ

µλ∂νε
λ + Γτ

λν∂µε
λ − Γλ

µν∂λε
τ + ελ∂λΓ

τ
µν + ∂µ∂νε

τ (1.34)

である。
よって、

−δ(ε)Bτ
µνρ = ∂ρΓ

τ
µλ∂νε

λ + ∂ρΓ
τ
λν∂µε

λ + ελ∂ρ∂λΓ
τ
µν + ∂λΓ

τ
µν∂ρε

λ

−∂ρΓλ
µν∂λε

τ + Γτ
λν∂ρ∂µε

λ − Γλ
µν∂ρ∂λε

τ

−(ρ←→ ν)

= −Bτ
µλρ∂νε

λ −Bτ
λνρ∂µε

λ +Bλ
µνρ∂λε

τ −Bτ
µνλ∂ρε

λ − ελ∂λB
τ
µνρ

+[Γτ
λν∂ρ∂µε

λ − Γλ
µν∂ρ∂λε

τ − (ρ←→ ν)] (1.35)

である。
また、

δ(ε)Aτ
µνρ = δ(ε)Γτ

αν · Γα
µρ + Γτ

ανδ
(ε)Γα

µρ − (ρ←→ ν)

= [Γτ
αλ∂νε

λ + Γτ
λν∂αε

λ − Γλ
αν∂λε

τ + ελ∂λΓ
τ
αν + ∂α∂νε

τ ]Γα
µρ

+Γτ
αν [Γ

α
µλ∂ρε

λ + Γα
λρ∂µε

λ − Γλ
µρ∂λε

α + ελ∂λΓ
α
µρ + ∂µ∂ρε

α]

−(ρ←→ ν)

= Aτ
µλρ∂νε

λ + Aτ
λνρ∂µε

λ − Aλ
µνρ∂λε

τ + Aτ
µνλ∂ρε

λ + ελ∂λA
τ
µνρ

+[Γτ
λν∂ρ∂µε

λ − Γλ
µν∂ρ∂λε

τ − (ρ←→ ν)] (1.36)

である。よって、

δ(ε)Rτ
µνρ = Rτ

µλρ∂νε
λ +Rτ

λνρ∂µε
λ −Rλ

µνρ∂λε
τ +Rτ

µνλ∂ρε
λ + ελ∂λR

τ
µνρ (1.37)

を得る。
これより、

δ(ε)Rµρ = ελ∂λRµρ + ∂νε
λRµλ + ∂µε

λRνλ (1.38)

となる。よって、

δ(ε)R = εµ∂µR (1.39)

を得る。
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1.7 アインシュタイン方程式

作用

SGravity = SE + SΛ

=

∫
d4x

1

κ

√
−g

(
− 1

2
A− Λ

)
(1.40)

に対するGµνは、

Gµν =
√
−g

(
Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν

)
(1.41)

となる (§ 1.8)。よって、重力場の運動方程式 (1.10)は、

Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν = κ

T µν

√
−g

(1.42)

となる。これはアインシュタイン方程式である。

1.8 一般座標

一般座標では、ηµνはもはや定数ではない。ただし、

Rα
βµν [η] = 0 (1.43)

である。ここで、Rα
βµν [q]はRα

βµνで gµνを qµνに置き換えたものである。領域ΩでRα
βµν [q] = 0

であることと、Ωで qµνが定数となる座標系が存在することは同値である。
一般座標では、アインシュタインのラグランジアン密度において、

∂λgµν → ∇(0)
λ gµν (1.44)

の置き換えをすれば良い。ここで、∇(0)
λ は共変微分で、その接続は ηµνに対するリーマン接続

である。上の置き換えで、

Γλ
µν → Cλ

µν := Γλ
µν − γλ

µν (1.45)

となる。γλ
µνは ηµνに対するリーマン接続である。すなわち、Γλ

µνを Γλ
µν [g]と書くと、

γλ
µν = Γλ

µν [η] (1.46)

である。
以下、

h :=
√
−g, (1.47)

D := hgµνCρ
γνC

γ
µρ, (1.48)

E := hgµνCρ
γρC

γ
µν (1.49)
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と置く。このとき、

√
−g(−A)→ G := D −E (1.50)

である。
Gの変分を取る。
まず、

δD = δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + 2hgµνδCρ

γνC
γ
µρ

= −δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + 2δ(hgµνCρ

γν)C
γ
µρ (1.51)

である。ここで、

∂λg
µν = −gµαΓν

αλ − gναΓµ
αλ (1.52)

なので、

δD = −δ(hgµν)Cρ
γνC

γ
µρ + [−δ(∂γgµρh)− 2δ(hgµν)γρ

γν ]C
γ
µρ (1.53)

となる。
また、

δE = δ(hgµνCγ)C
γ
µν + hgµνCγδC

γ
µν

= δ(hgµνCγ)C
γ
µν + Cγδ(hg

µνCγ
µν)− δ(hgµν)CγC

γ
µν

= δ(gµν∂γh)C
γ
µν − δ(hgµν)γγC

γ
µν + Cγδ(hg

µνCγ
µν)− δ(hgµν)CγC

γ
µν (1.54)

である。ここで、•γ := •ργρ(• = C,Γ, γ)である。ところで、(1.52)より、

∂λ(hg
µν) = h(−gµαΓν

αλ − gναΓµ
αλ + gµνΓλ) (1.55)

である。λ = νとして、

∂ν(hg
µν) = −hgναΓµ

αν (1.56)

なので、これを (1.54)の第 2項に代入して、

δE = δ(gµν∂γh)C
γ
µν − δ(hgµν)γγC

γ
µν − Cγδ[∂β(hg

γβ)]

−Cγδ(hg
µν)γγ

µν − δ(hgµν)CγC
γ
µν (1.57)

を得る。よって、

δG = δ(hgµν)CγC
γ
µν − δ(hgµν)Cρ

γνC
γ
µρ

−δ[∂γ(gµρh)]Cγ
µρ + Cγδ[∂β(hg

γβ)]

+δ(hgµν)[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − 2γρ

γνC
γ
µρ] (1.58)

である。第 2行は、

δ(gµνh)[∂γC
γ
µν − ∂νCµ] + ∂ρF

ρ (1.59)
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の形に書ける。よって、

δG = δ(gµνh)
(
[∂γC

γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ] + [γγC

γ
µν + Cγγ

γ
µν − 2γρ

γνC
γ
µρ]

)
+∂ρF

ρ

= δ(gµνh)
(
[∂γC

γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ]

+[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − γρ

γνC
γ
µρ − Cρ

γνγ
γ
µρ]

)
+ ∂ρF

ρ

≡ δ(gµνh)Rµν + ∂ρF
ρ (1.60)

である。ここで、

Rµν = [∂γC
γ
µν − ∂νCµ + CγC

γ
µν − Cρ

γνC
γ
µρ]

+[γγC
γ
µν + Cγγ

γ
µν − γρ

γνC
γ
µρ − Cρ

γνγ
γ
µρ]

= ∂γΓ
γ
µν − ∂νΓµ + ΓγΓ

γ
µν − Γρ

γνΓ
γ
µρ

−(∂γγγ
µν − ∂νγµ + γγγ

γ
µν − γρ

γνγ
γ
µρ) (1.61)

である。第1行目はgµνに対するリッチテンソルRµν ≡ Rµν [g]であり、第2行目は (−1)Rµν [η] = 0

である。また、

δ(gµνh) = hδgµν − 1

2
hgµνgαβδg

αβ (1.62)

なので、

δG = δgµν · h
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+ ∂ρF

ρ (1.63)

となる。
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2 アインシュタインのラグランジアン密度の導出

2.1 候補

Hを、

gµa1µa2gµa3µa4gµa5µa6Γµ1µ2µ3Γµ4µ5µ6 , {ak}6k=1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (2.1)

のタイプの項の線形結合とすると、

H = A1g
µνΓα

βµΓ
β
αν + A2g

µνΓαΓ
α
µν + A3g

µνΓµΓν

+A4gαβg
γδgµνΓα

γµΓ
β
δν + A5gαβg

γδgµνΓα
γδΓ

β
µν (2.2)

が一般的な形である。ここで、Γµ := Γρ
µρ である。また、

H = gµν
[
A1Γ

α
βµΓ

β
αν + A2ΓαΓ

α
µν + A3ΓµΓν

+A4gαβg
γδΓα

γµΓ
β
δν + A5gαβg

γδΓα
γδΓ

β
µν

]
≡ gµν

5∑
k=1

AkH
(k)
µν (2.3)

と置く。また、

H(k) := gµνH(k)
µν (2.4)

と置く。
今、

Dµν
αβ,γδ := Γµ

αβΓ
ν
γδ (2.5)

と置くと、

H(1)
µν = Dαβ

µβ,αν , (2.6)

H(2)
µν = Dρα

αρ,µν , (2.7)

H(3)
µν = Dαβ

αµ,βν , (2.8)

H(4)
µν = gαβg

γδDαβ
γµ,δν , (2.9)

H(5)
µν = gαβg

γδDαβ
γδ,µν (2.10)

である。

2.2 不変性

今、

δAµ1···µn
ν1···νm = −∂λεµ1Aλµ2···µn

ν1···νm − · · · − ∂λε
µnAµ1···µn−1λ

ν1···νm

+∂ν1ε
λAµ1···µn

λν2···νm + ∂νmε
λAµ1···µn

ν1ν2···νm−1λ
(2.11)
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とすると、

δ(ε)Γτ
µν = δΓτ

µν + ελ∂λΓ
τ
µν + ∂µ∂νε

τ (2.12)

である。よって、

δ(ε)Dµν
αβ,γδ = δBµν

αβ,γδ + ελ∂λB
µν
αβ,γδ + ∂α∂βε

µΓν
γδ + ∂γ∂δε

νΓµ
αβ (2.13)

である。ここで、

δ(ε)H(k)
µν = δH(k)

µν + ελ∂λH
(k)
µν + δ̃H(k)

µν (2.14)

と置くと、

δ̃H(1)
µν = ∂µ∂βε

αΓβ
αν + Γα

µβ∂α∂νε
β, (2.15)

δ̃H(2)
µν = ∂ρ∂αε

ρΓα
µν + Γα∂µ∂νε

α, (2.16)

δ̃H(3)
µν = ∂α∂µε

αΓν + Γµ∂α∂νε
α, (2.17)

δ̃H(4)
µν = gαβg

γδ(∂γ∂µε
αΓβ

δν + Γα
γµ∂δ∂νε

β), (2.18)

δ̃H(5)
µν = gαβg

γδ(∂γ∂δε
αΓβ

µν + Γα
γδ∂µ∂νε

β) (2.19)

であり、

δ(ε)H(k) = ελ∂λH
(k) + gµν δ̃H(k)

µν , (2.20)

δ(ε)[hH(k)] = ∂λ(hε
λH(k)) + hgµν δ̃H(k)

µν (2.21)
w
= hgµν δ̃H(k)

µν (2.22)

である。ここで、

h :=
√
−g (2.23)

である。よって、

5∑
k=1

Ak · hgµν δ̃H(k)
µν

w
= −∂βεαhIβα (2.24)

と置くと、Iβαは、テンソルであり、

Iβα = 0 (2.25)

である。
まず、

∂γ(hg
µν) = h(−gµλΓν

λγ − gνλΓµ
λγ + gµνΓγ), (2.26)

∂ν(hg
µν) = −hgλαΓµ

αλ (2.27)

10



である。よって、

hgµν δ̃H(1)
µν = hgµν(∂µ∂βε

αΓβ
αν + Γα

µβ∂α∂νε
β)

w
= −∂βεα[∂µ(hgµν)Γβ

αν + hgµν∂µΓ
β
αν ]

−∂νεβ[∂α(hgµν)Γα
µβ + hgµν∂αΓ

α
µβ]

= −hgµν∂βεα[−Γλ
µνΓ

β
αλ + ∂µΓ

β
αν ]

−∂νεβ[h(−gµλΓν
λα − gνλΓµ

λα + gµνΓα)Γ
α
µβ + hgµν∂αΓ

α
µβ]

= −hgµν∂βεα[−Γλ
µνΓ

β
αλ + ∂µΓ

β
αν ]

−∂βεα[h(−gµλΓβ
λρ − gβλΓµ

λρ + gµβΓρ)Γ
ρ
µα + hgµβ∂ρΓ

ρ
µα] (2.28)

である。また、

hgµν δ̃H(2)
µν = hgµν(∂ρ∂αε

ρΓα
µν + Γα∂µ∂νε

α)
w
= −∂αερ[∂ρ(hgµν)Γα

µν + hgµν∂ρΓ
α
µν ]− ∂µε

α[∂ν(hg
µν)Γα + hgµν∂νΓα]

= −∂αερ[h(−gµαΓν
αρ − gναΓµ

αρ + gµνΓρ)Γ
α
µν + hgµν∂ρΓ

α
µν ]

−∂µεα[−hgλαΓµ
αλΓα + hgµν∂νΓα]

= −∂αερ[h(−gµαΓν
αρ − gναΓµ

αρ)Γ
α
µν + hgµν∂ρΓ

α
µν ]− ∂µε

α[hgµν∂νΓα]

= −∂βεα[−2hgµνΓλ
ναΓ

β
µλ + hgµν∂αΓ

β
µν + hgβν∂νΓα] (2.29)

である。
よって、

hgµν δ̃(H(1)
µν −H(2)

µν )
w
= −∂βεαh

[
gµν∂µΓ

β
αν + gµβ∂ρΓ

ρ
µα − gµν∂αΓ

β
µν − gβµ∂µΓ

ρ
αρ

−gµνΓλ
µνΓ

β
αλ + (−gµλΓβ

λρ − gβλΓµ
λρ + gµβΓρ)Γ

ρ
µα

+2gµνΓλ
ναΓ

β
µλ

]
= −∂βεαh

[
gµν(∂µΓ

β
αν − ∂αΓ

β
µν) + gµβ(∂ρΓ

ρ
µα − ∂µΓ

ρ
αρ)

−gµνΓλ
µνΓ

β
αλ + (gµλΓβ

λρ − gβλΓµ
λρ + gµβΓρ)Γ

ρ
µα

]
(2.30)

となる。ところで、

Bµ
λαβ = ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα, (2.31)

Aµ
λαβ = Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα, (2.32)

Rµ
λαβ = Aµ

λαβ +Bµ
λαβ (2.33)

より、

hgµν δ̃(H(1)
µν −H(2)

µν )
w
= −∂βεαh

[
gµνBβ

νµα + gµβBρ
αρµ

+gµνAβ
µνα + gβλ(−Γµ

λρΓ
ρ
µα + Γµ

ρµΓ
ρ
λα)

]
= −∂βεαh

[
gµνBβ

νµα + gµβBρ
αρµ

+gµνAβ
µνα + gβλAµ

λµα

]
= 0 (2.34)
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を得る。
今、Γλ

µνを 0と置く近似を •
=と書くと、

Iβα
•
= 0 (2.35)

である。また、

hgµν δ̃H(1)
µν

•
= −h∂βεα[gµν∂µΓβ

αν + gµβ∂ρΓ
ρ
µα], (2.36)

hgµν δ̃H(2)
µν

•
= −h∂βεα[gµν∂αΓβ

µν + gβν∂νΓα] (2.37)

である。
さて、

hgµν δ̃H(3)
µν = hgµν(∂α∂µε

αΓν + Γµ∂α∂νε
α)

w
= −2∂βεα∂α(hgµβΓµ)
•
= −2∂βεαhgµβ∂αΓµ (2.38)

である。また、

hgµν δ̃H(4)
µν = hgµνgαβg

γδ(∂γ∂µε
αΓβ

δν + Γα
γµ∂δ∂νε

β)
w
= −∂γεα∂µ(hgµνgαβgγδΓβ

δν)− ∂νε
β∂δ(hg

µνgαβg
γδΓα

γµ)
•
= −∂γεαhgµνgαβgγδ∂µΓβ

δν − ∂νε
βhgµνgαβg

γδ∂δΓ
α
γµ

= −∂βεαh(gµνgαλgβδ∂µΓλ
δν + gµβgλαg

γδ∂δΓ
λ
γµ) (2.39)

であり、

hgµν δ̃H(5)
µν = hgµνgαβg

γδ(∂γ∂δε
αΓβ

µν + Γα
γδ∂µ∂νε

β)
w
= −∂γεα∂δ(hgµνgαβgγδΓβ

µν)− ∂νε
β∂µ(hg

µνgαβg
γδΓα

γδ)
•
= −∂γεαhgµνgαβgγδ∂δΓβ

µν − ∂νε
βhgµνgαβg

γδ∂µΓ
α
γδ

= −∂βεαh(gµνgαλgβδ∂δΓλ
µν + gµβgλαg

γδ∂µΓ
λ
γδ) (2.40)

となる。さて、

Cµλαβ := ∂αΓ
µ
λβ (2.41)

とすると、

Bµ
λαβ = Cµλαβ − C

µ
λβα

•
= Rµ

λαβ (2.42)

である。今、

hgµν δ̃H(k)
µν

w
= −h∂βεα(k)Iβα (2.43)

と書くと、

(1)Iβα
•
= gµνCβνµα + gµβCραρµ, (2.44)

(2)Iβα
•
= gµνCβναµ + gµβCραµρ, (2.45)

(3)Iβα
•
= 2gµβCρµαρ, (2.46)

(4)Iβα
•
= gµνgαλg

βδCλµνδ + gµβgλαg
γδCλγδµ, (2.47)

(5)Iβα
•
= gµνgαλg

βδCλµδν + gµβgλαg
γδCλγµδ (2.48)
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となる。特に、

(1)Iβα − (2)Iβα
•
= 0, (2.49)

(4)Iβα − (5)Iβα
•
= −2Rαγg

γβ (2.50)

である。さて、

Iβα =
∑
k=1

Ak
(k)Iβα (2.51)

がテンソルであるためには、

A2 = −A1, (2.52)

A3 = 0, (2.53)

A5 = −A4 (2.54)

である：

Iβα = A1(
(1)Iβα − (2)Iβα) + A4(

(4)Iβα − (5)Iβα). (2.55)

さらに、

Iβα
•
= 0 (2.56)

より、

A4 = 0 (2.57)

を得る。
よって、

H = A1(g
µνΓα

βµΓ
β
αν − gµνΓαΓ

α
µν) (2.58)

が重力場のラグランジアン密度である。
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