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Abstract

オイラーの変分法 (1744年の本)について解説する。

1 オイラーの1744年の本
1.1 第3章
2つの関数Z(Π, x, y, p, q, · · · ), [Z](x, y, p, q, · · · )を考える。その偏微分を以下のように書く：

δZ = LδΠ+Mδx+Nδy + Pδq +Qδp+ · · · , (1.1)

δ[Z] = [M ]δx+ [N ]δy + [P ]δq + [Q]δp+ · · · . (1.2)

いま、

I :=

∫ a

0

dx Z
(
Π̃, x, y(x),

dy

dx
,
d2y

dx2
, · · ·

)
, Π̃ :=

∫ x

0

dx′ [Z]
(
x′, y(x′),

dy(x′)

dx′ ,
d2y(x′)

dx′2 , · · ·
)
(1.3)

とし、Iの極値を考える。このとき、解くべき方程式は以下となる [2]：

(N + λ[N ])− d

dx
(P + λ[P ]) +

d2

dx2
(Q+ λ[Q])− · · · = 0, (1.4)

dλ

dx
= −L, λ(a) = 0. (1.5)

λは未定乗数と解釈できる。

1.2 第4章
更に一般的に、

δZ = LδΠ+Mδx+Nδy + Pδq +Qδp+ · · · , (1.6)

δ[Z] = [L]δΠ+ [M ]δx+ [N ]δy + [P ]δq + [Q]δp+ · · · (1.7)
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のとき、

I :=

∫ a

0

dx Z
(
Π̃(x), x, y(x),

dy

dx
,
d2y

dx2
, · · ·

)
, (1.8)

dΠ̃(x)

dx
= [Z]

(
Π̃(x), x, y(x),

dy(x)

dx
,
d2y

dx2
, · · ·

)
(1.9)

とし、Iの極値を考える。解くべき方程式は以下となる [2]：

(N + V [N ])− d

dx
(P + V [P ]) +

d2

dx2
(Q+ V [Q])− · · · = 0. (1.10)

ただし、

V = e−
∫
dx [L]

(
H −

∫
dx e

∫
dx [L]L

)
(1.11)

であり、Hは定数である。これは、
dV

dx
= −[L]V − L (1.12)

を満たす。V は未定乗数と解釈できる。

1.3 第5章
拘束条件 ∫ a

0

dx [Z]
(
x, y(x),

dy(x)

dx
,
d2y

dx2
, · · ·

)
= const. (1.13)

のもとで (1.3)の Iの極値を求める。解くべき方程式は、

(N + λ[N ])− d

dx
(P + λ[P ]) +

d2

dx2
(Q+ λ[Q])− · · · = 0, (1.14)

dλ

dx
= −L (1.15)

となる [2]。λは未定乗数と解釈できる。特に、L = 0のとき、つまり、ZがΠに依らないとき、
λは定数となる。

1.4 付録

∫ x1

x0

ds = l = const,

∫ x1

x0

dy = y1 − y0 = const (1.16)

のもとで、

I :=

∫ x1

x0

ds κ2, κ =
q

(1 + p2)3/2
, p :=

dy

dx
, q :=

dp

dx
(1.17)
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の Iを最小にしたい。ここで、ds =
√

1 + p2dxである。よって、

I =

∫ x1

x0

dx L
(
x, p(x),

dp

dx

)
, L(x, p, q) := q2

(1 + p2)5/2
(1.18)

である。ラグランジュの未定乗数法を使えば、

S := I − α
(∫ x1

x0

ds− l
)
− β

(∫ x1

x0

dy − (y1 − y0)
)

=

∫ x1

x0

dx L
(
x, p(x),

dp

dx

)
+ const, (1.19)

L(x, p, q) := L(x, p, q)− α
√

1 + p2 − βp (1.20)

とし、Sを最小化すれば良い。オイラーは多少の考察の後、

N :=
∂L

∂q

dp

dx
− L (1.21)

が
dN

dx
= 0 (1.22)

満たすことを指摘した [3]。これはネーターの定理として理解できる。
ネーターの定理を復習しよう [4]。ラグランジアン L(t, q, q̇)に対して、作用

S :=

∫ t1

t0

dt L
(
t, q(t),

dq

dt

)
(1.23)

を考える。微小座標変換
t → t+ δt, q(t) → q(t) + δq(t) (1.24)

を考えると、
S → S ′ = S + δS, (1.25)

δS =

∫ t1

t0

dt
{(∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δ̃q − dN

dt

}
, (1.26)

N := −∂L

∂q̇
δ̃q − δtL, (1.27)

δ̃q := δq(t)− δt
dq

dt
(1.28)

となり、オイラー・ラグランジェ方程式
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0 (1.29)

のもとで、
δS = N (t1)−N (t2) (1.30)

となる。δS = 0ならネーター・チャージN は保存する。今の場合、N は、δt = εを微小定数
とし、δq = 0とした場合のネーター・チャージに対応する。
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