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Abstract

隠れた対称性について解説する。§1では一般論を解説し、§2ではラプラス・ルンゲ・レ
ンツベクトルを導く変換を求める。§3ではN 次元等方調和振動子の隠れた対称性を議論す
る。§4ではN 次元等方調和振動子のU(N)対称性の生成子を議論する。

1 一般論
微小変換

t → t′ = t+ δt, qi(t) → q′i(t′) = qi(t) + δqi(t) (1.1)

を考える。このとき、作用

S :=

∫ tb

ta

dt L(qi, q̇i, t) (q̇i :=
dqi

dt
) (1.2)

は、

S ′ =

∫ tb

ta

dt
dt′

dt
L(qi + δqi, q̇i + δq̇i, t+ δt) (1.3)

に変換される。このとき、

S ′ − S =

∫ tb

ta

dt δL, (1.4)

δL :=
∂L

∂qi
δqi +

∂L

∂q̇i
δq̇i +

∂L

∂t
δt+ Lδt (1.5)

である。今、F (t) → F ′(t′) = F (t) + δF (t)に対して、

δ̄F (t) := F ′(t)− F (t) (1.6)

と置くと、

δF (t) =
dF

dt
δt+ δ̄F (t) (1.7)
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であり、δ̄ dF
dt

= dδ̄F
dt
なので、

δ
dF

dt
=

d2F

dt2
δt+ δ̄

dF

dt

=
d2F

dt2
δt+

dδ̄F

dt
(1.8)

を得る。よって、

δL =
∂L

∂qi

(
δ̄qi +

dqi

dt
δt
)
+

∂L

∂q̇i

(dδ̄qi
dt

+
d2qi

dt2
δt
)
+

∂L

∂t
δt+ Lδt

=
(∂L
∂qi

− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δ̄qi +

d

dt

(∂L
∂q̇i

δ̄qi + Lδt
)

=
(∂L
∂qi

− d

dt

∂L

∂q̇i

)
(δqi − dqi

dt
δt) +

d

dt

(∂L
∂q̇i

δqi − ELδt
)

(1.9)

となる。ここで、

EL :=
∂L

∂q̇i
dqi

dt
− L (1.10)

である。
もしも、

δL =
dδλ

dt
(1.11)

と書けたとすると、オイラー・ラグランジュ方程式が成り立つとき、
d

dt

(∂L
∂q̇i

δqi − ELδt− δλ
)
≈ 0 (1.12)

となる [1]。ここで、≈はオイラー・ラグランジュ方程式が使って成り立つことを意味する。
特に、εr(r = 1, 2, · · · , n)を微小定数として、

δqi = εrF i
r(q, q̇, t), (1.13)

δt = εrTr(t), (1.14)

δλ = εrΛr(q, q̇, t) (1.15)

とすると、
d

dt
Qr ≈ 0, (1.16)

Qr :=
∂L

∂q̇i
F i
r(q, q̇, t)− ELTr(t)− Λr(q, q̇, t) (1.17)

である。Qrをネーターチャージという。特に、F i
r , Λrが q̇iにも依存する場合を隠れた対称性

という1)。
よく考えると、(1.11)は

δL ≈ dδλ

dt
(1.18)

でも良い。この場合をタイプBと呼ぶ。(1.11)の場合をタイプAと呼ぶ。
1)δt は qi(t), q̇i(t) に依存しても良いのか？δt が t のみの関数としても困ることはあまりない。以下の例では

δt = 0である。
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2 ラプラス・ルンゲ・レンツベクトル
d次元空間を考え、rを xのノルムとする。ラグランジアンが、

L =
m

2
ẋ2 +

κ

r
(2.1)

のとき、ラプラス・ルンゲ・レンツベクトル

R := m(x(ẋ2)− ẋ(x · ẋ))− κ
x

r
(2.2)

が保存する：
d

dt
R ≈ 0. (2.3)

このとき、ネーターチャージがラプラス・ルンゲ・レンツベクトルとなる変換

δxi = εjFji, δt = 0 (2.4)

を考える。文献 [2]に依ると、

FB
ji = xjẋi − δij(x · ẋ), (2.5)

ΛB
j = κ

xj

r
(2.6)

はタイプBである。文献 [3]に依ると、

FA
ji = 2xjẋi − δij(x · ẋ)− ẋjxi, (2.7)

ΛA
j = κ

xj

r
+m(xj(ẋ

2)− ẋj(x · ẋ)) (2.8)

はタイプAである。
これらを確かめる。まず、

Qj =
∂L

∂ẋi

Fji − Λj = Rj = m(xj(ẋ
2)− ẋj(x · ẋ))− κ

xj

r
(2.9)

より、

Λj − κ
xj

r
= m[ẋiFji − (xj(ẋ

2)− ẋj(x · ẋ))] (2.10)

を得る。今、

Fji = FB
ji +Gji (2.11)

とすると、(2.10)より、

Λj = κ
xj

r
+mẋiGji (2.12)

となる。Gjiとして、

Gji = axjẋi + bẋjxi + cδij(x · ẋ) (2.13)
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を仮定すると、

Λj = κ
xj

r
+mẋi[axjẋi + bẋjxi + cδij(x · ẋ)]

= κ
xj

r
+m[axj(ẋ

2) + (b+ c)ẋj(x · ẋ)] (2.14)

である。また、
d

dt
Λj = κ

[ ẋj

r
− xj

(x · ẋ)
r3

]
+mẋiĠji +mẍiGji

= κ
[ ẋj

r
− xj

(x · ẋ)
r3

]
+mẋiĠji +m[axj(ẋ · ẍ) + bẋj(x · ẍ) + cẍj(x · ẋ)] (2.15)

である。一方、

δL = εj

[
Fji

∂L

∂xi

+ Ḟji
∂L

∂ẋi

]
= εj

[
− κGji

xi

r
+mẋiF

B
ji +mẋiĠji

]
= εj

[
− κ

(a+ c)xj(x · ẋ) + bẋjr
2

r3
+m[xj(ẋ · ẍ)− ẋj(x · ẍ)] +mẋiĠji

]
(2.16)

である。よって、(a, b, c) = (1,−1, 0)であれば、オイラー・ラグランジュ方程式を使わずに、

δL = εj
d

dt
Λj (2.17)

である。この場合、(2.7), (2.8)を得る。一方、Gji = 0のとき、

δL = εjm[xj(ẋ · ẍ)− ẋj(x · ẍ)] ≈ εjκ
[ ẋj

r
− xj

(x · ẋ)
r3

]
= εj

d

dt
Λj (2.18)

である。この場合、(2.5), (2.6)を得る。

3 N次元等方調和振動子
N 次元等方調和振動子

L =
N∑
i=1

m

2

(
q̇2i − ω2q2i

)
(3.1)

において、微小座標変換

δt = 0, δqk = εijFijk, εij = εji, (3.2)

Fijk :=
1

2
(q̇iδjk + q̇jδik) (3.3)
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を考える。このとき、

δL = εij

( ∂L

∂qk
Fijk +

∂L

∂q̇k

dFijk

dt

)
= εij

m

2

(
− ω2(qiq̇j + qj q̇i) + (q̇iq̈j + q̇j q̈i)

)
(3.4)

= εij
d

dt
ΛA

ij, (3.5)

ΛA
ij =

m

2
(−ω2qiqj + q̇iq̇j) (3.6)

である。ネーターチャージは、

QA
ij =

∂L

∂q̇k
Fijk − ΛA

ij

= mq̇iq̇j −
m

2
(−ω2qiqj + q̇iq̇j)

=
m

2
(q̇iq̇j + ω2qiqj)

(3.7)

である。QA
iiは i番目の振動子のエネルギーである。非対角成分の保存は幾何学的対称性には由

来しない。
一方、(3.4)より、

δL ≈ εij
m

2

(
− ω2(qiq̇j + qj q̇i)− ω2(q̇iqj + q̇jqi)

)
= εijm[−ω2(qiq̇j + qj q̇i)]

= εij
d

dt
ΛB

ij , (3.8)

ΛB
ij = −mω2qiqj (3.9)

であり [2]、ネーターチャージは、

QB
ij =

∂L

∂q̇k
Fijk − ΛB

ij

= m(q̇iq̇j + ω2qiqj) = 2QA
ij (3.10)

である。
以下、N = 2とし、x = q1, y = q2と書く。微小座標変換

δx = εẋ, δy = −εẏ (3.11)

を考える。これは、

ε11 = ε, ε22 = −ε, ε12 = ε21 = 0 (3.12)

の場合なので、

Q′
A =

m

2
(ẋ2 − ẏ2) +

mω2

2
(x2 − y2) (3.13)
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が保存する [3]。また、別の微小座標変換

δx = εẏ, δy = εẋ (3.14)

を考える。これは、

ε11 = ε22 = 0, ε12 = ε21 = ε (3.15)

の場合なので、

Q′′
A = mẋẏ +mω2xy (3.16)

が保存する。Q′
A, Q

′′
Aはそれぞれ、ラグランジアンが、

L′ =
m

2
(ẋ2 − ẏ2)− mω2

2
(x2 − y2), (3.17)

L′′ = mẋẏ −mω2xy (3.18)

の場合のエネルギーである [3]。上の 2つのラグランジアンから導かれる運動方程式は、Lから
導かれるものと一致する。

4 N次元等方調和振動子：SU(N)対称性
N 次元等方調和振動子のハミルトニアンは、

H =
N∑
i=1

( p2i
2m

+
mω2

2
q2i

)
(4.1)

である。ここで、

ak :=
1√
2
(
√
mωqk +

i√
mω

pk), (4.2)

a∗k :=
1√
2
(
√
mωqk −

i√
mω

pk) (4.3)

と置くと、

H = ω
N∑
i=1

a∗i ai (4.4)

となる。a∗kは akの複素共役である。今、U = (Uij)をU(N)の元 (N次元ユニタリー行列)とし、

Ai = Uijaj (4.5)

とすると、

H = ω

N∑
i=1

A∗
iAi (4.6)
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である。すなわち、調和振動子はU(N)対称性を持つ。
U(N)の元は、

U = e−iθ0 exp
(
− i

N2−1∑
α=1

θαGα

)
(4.7)

と書ける。Grはエルミート行列で、SU(N)の生成子である。微小変換では、

U = 1N − i
(
θ01N +

N2−1∑
α=1

θαGα

)
(4.8)

である。このとき、
δak := Ak − ak

= −i
(
θ0ak +

N2−1∑
α=1

N∑
j=1

θα(Gα)kjaj

)
(4.9)

である。同様に、

δa∗k = i
(
θ0a

∗
k +

N2−1∑
α=1

N∑
j=1

θαa
∗
j(Gα)jk

)
(4.10)

である。変換の生成子は、

G = θ0G0 +
N2−1∑
α=1

θαGα, (4.11)

G0 =
N∑
k=1

a∗kak, (4.12)

Gα =
N∑

k,j=1

a∗k(Gα)kjaj (4.13)

である。G0はハミルトニアンを ωで割ったものである。
GαをQA

ijや角運動量

Lij =
m

2
(qiq̇j − qj q̇i) (4.14)

で表す。まず、

Ljk =
1

2
(qjpk − qkpj), (4.15)

QA
jk =

1

2
(
1

m
pjpk +mω2qjqk) (4.16)

であり、

qk =
1√
2mω

(ak + a∗k), (4.17)

pk =

√
mω

i
√
2
(ak − a∗k) (4.18)
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なので、

Ljk =
1

4i
[(aj + a∗j)(ak − a∗k)− (ak + a∗k)(aj − a∗j)]

=
a∗jak − a∗kaj

2i
(4.19)

となる。また、

QA
jk =

ω

4

[
− (aj − a∗j)(ak − a∗k) + (aj + a∗j)(ak + a∗k)

]
=

ω

2
(a∗jak + a∗kaj) (4.20)

である。従って、

a∗jak =
iLjk +QA

jk/ω

2
(4.21)

なので、

Gα =
N∑

j,k=1

(Gα)jk
iLjk +QA

jk/ω

2
(4.22)

を得る。
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