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Abstract

まず、ウィグナー関数, 伏見関数, P 関数を特別場合として含む、密度演算子の c数表現
を紹介する。次に、その表現を変形して、伏見の与えた関数を含むことを示す。
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1 密度演算子のc数表現
この節は [1, 2]を参考にした。
a, a†をボソンの生成消滅演算子とする。今、

D(α)
def
= exp(αa† − α∗a), (1.1)

∆s(z)
def
=

∫
d2α

π
exp(

1

2
s|α|2)D(α) exp(−αz∗ + α∗z) (1.2)

とし、

ρs(z)
def
= Tr[ρ∆−s(z)] (1.3)

=

∫
d2α

π
e−αz∗+α∗ze−

1
2
s|α|2Tr[eαa

†−α∗aρ] (1.4)

とおくと、これは s = −1, 1, 0でそれぞれP関数, Q関数 (伏見関数), Wigner関数となる。これ
は ρと同じ情報を持つ：

ρ =

∫
d2z

π
ρs(z)∆s(z). (1.5)

これを証明するには、

A =

∫
d2α

π
Tr[AD†(α)]D(α) (1.6)
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を示せばよい。
|0⟩を真空 (a|0⟩ = 0)とし、

|α⟩ def
= D(α)|0⟩ (1.7)

とすると、これはコヒーレント状態である：

|α⟩ = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

n!
(a†)n|0⟩

= e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩, (1.8)

a|α⟩ = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=1

αn

√
n!

√
n|n− 1⟩

= αe−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩

= α|α⟩. (1.9)

ρs(z)で s = 0とすると、

W (z)
def
= ρ0(z) =

∫
d2α

π
e−αz∗+α∗zTr[eαa

†−α∗aρ] (1.10)

となる。これはウィグナー関数である事を後で見る。また、
∆−1(z) = |z⟩⟨z| (1.11)

なので1) 、ρ1(z)は、
Q(z)

def
= ρ1(z) = ⟨z|ρ|z⟩ (1.12)

となる。これは伏見関数 (Q関数)である。また、

ρ =

∫
d2z

π
P (z)|z⟩⟨z| , P (z)

def
= ρ−1(z) (1.13)

である。
1)

∆s(z) =

∫
d2α

π
e

1+s
2 |α|2e−αz∗+α∗ze−α∗aeαa

†

=

∫
d2α

π
e

1+s
2 |α|2e−αz∗+α∗ze−α∗a

∫
d2β

π
|β⟩⟨β|eαa

†

=

∫
d2β

π
|β⟩⟨β|

∫
d2α

π
e

1+s
2 |α|2e−α(z∗−β∗)+α∗(z−β)

より、

∆−1(z) =

∫
d2β

π
|β⟩⟨β|

∫
d2α

π
e−α(z∗−β∗)+α∗(z−β)

=

∫
d2β

π
|β⟩⟨β|πδ2(z − β)

= |z⟩⟨z|.
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2 位相空間表現：伏見関数
今、

q
def
= L

a+ a†√
2

, p
def
= −i

a− a†

L
√
2

(2.1)

とすると、

[q, p] = i (2.2)

である。Lは長さの次元を持つ。また、

α =
1√
2
(
x

L
+ iLk), (2.3)

z =
1√
2
(
Q

L
+ iLP ) (2.4)

と置くと、

αa† − α∗a = i(qk − px), (2.5)

−αz∗ + α∗z = i(xP −Qk) (2.6)

である。よって、(1.4)より、

ρs(P,Q)
def
= ρs(z) =

∫
dxdk

2π
ei(xP−Qk)e−

s
4

(
x2

L2+L2k2
)
Tr[ei(qk−px)ρ] (2.7)

となる。
今、|y⟩を qの固有状態 (q|y⟩ = y|y⟩)とすると、

Tr[ei(qk−px)ρ] =

∫
dy ⟨y|ei(qk−px)ρ|y⟩ (2.8)

であり、

ei(qk−px) = eikx/2eiqke−ipx, (2.9)

⟨y|ei(qk−px) = eikx/2eiky⟨y|e−ipx

= eikx/2eiky⟨y − x| (2.10)

なので、

Tr[ei(qk−px)ρ] =

∫
dy eikx/2eiky⟨y − x|ρ|y⟩

=

∫
eiky ⟨y − x

2
|ρ|y + x

2
⟩ (2.11)

である。よって、

ρs(P,Q) =
1

2π

∫
dx

∫
dk

∫
dy ei(xP−Qk)e−

s
4

(
x2

L2+L2k2
)
eiky ⟨y − x

2
|ρ|y + x

2
⟩ (2.12)
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である。特に、s = 0とすると、

W (P,Q) =

∫
dx eixP ⟨Q− x

2
|ρ|Q+

x

2
⟩ (2.13)

となる。これは確かにウィグナー関数である。
s ̸= 0とする。kの積分は、∫

dk e−
s
4
L2k2+ik(x−Q) =

2

L

√
π

s
e−

1
sL2 (x−Q)2 (2.14)

なので、

ρs(P,Q) =
1

L

√
1

πs

∫
dx

∫
dy exp

[
− s

4

x2

L2
− 1

sL2
(x−Q)2 + iPx

]
⟨y − x

2
|ρ|y + x

2
⟩(2.15)

を得る。
伏見の 1940年の論文 [3]では、

ρcl(P,Q) =

√
γ

π

∫
dq̄

∫
dr exp

[
− γ

4
r2 − γ(q̄ −Q)2 + iPr

]
⟨q̄ − r

2
|ρ|q̄ + r

2
⟩ (2.16)

が与えられた。これは、

ρcl(P,Q) = ρ1(P,Q)
∣∣∣
L2=1/γ

(2.17)

である。
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