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Abstract

ルンゲの 1895年の論文, ホインの 1900年の論文, クッタの 1901年の論文を解説する。
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1 ルンゲ (1895)

常微分方程式
dy

dx
= f(x, y) (1.1)

を考える。
ルンゲの 1895年の論文 [1]では現在ホイン法として知られる

∆y =
f(x, y) + f(x+∆x, y + f(x, y)∆x)

2
∆x+O(∆x3) (1.2)

が書かれている。また、

∆y =
∆′y +∆′′′y

2
+O(∆x3), (1.3)

∆′y := f(x, y)∆x, (1.4)

∆′′y := f(x+∆x, y +∆′y)∆x, (1.5)

∆′′′y := f(x+∆x, y +∆′′y)∆x (1.6)

が書かれている。この論文の内容はあまり系統的ではない。
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2 ホイン (1900)

ホインの 1900年の論文 [2]では以下の近似が研究された：
∆y =

∑
ν

ανf(x+ εν∆x, y + εν∆
′
νy)∆x+O(∆x5), (2.1)

∆′
νy = f(x+ ε′ν∆x, y + ε′ν∆

′′
νy)∆x, (2.2)

∆′′
νy = f(x+ ε′′ν∆x, y + ε′′νf(x, y)∆x)∆x. (2.3)

現代、4次のルンゲ・クッタ法として知られる以下の方法 [4, 5]は上のクラスに入る：

∆y =
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
∆x+O(∆x5), (2.4)

k1 := f(x, y), (2.5)

k2 := f(x+
1

2
∆x, y +

1

2
k1∆x), (2.6)

k3 := f(x+
1

2
∆x, y +

1

2
k2∆x), (2.7)

k4 := f(x+∆x, y + k3∆x). (2.8)

実際、αν = (1
6
, 1
3
, 1
3
, 1
6
)および、

εν = (0,
1

2
,
1

2
, 1), (2.9)

ε′ν = (0, 0,
1

2
,
1

2
), (2.10)

ε′′ν = (0, 0, 0,
1

2
) (2.11)

とすれば良い。ホインは以下の条件が満たされるとき、∆yの誤差が O(∆x5)になることを示
した： ∑

ν

αν = 1, (2.12)

∑
ν

ανεν =
1

2
, (2.13)

∑
ν

ανε
2
ν =

1

3
, (2.14)

∑
ν

ανενε
′
ν =

1

6
, (2.15)

∑
ν

ανε
3
ν =

1

4
, (2.16)

∑
ν

ανε
2
νε

′
ν =

1

8
, (2.17)

∑
ν

ανεν(ε
′
ν)

2 =
1

12
, (2.18)

∑
ν

ανενε
′
νε

′′
ν =

1

24
. (2.19)
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4次のルンゲ・クッタ法ではこれは満たされる。

3 クッタ (1901)

クッタの 1901年の論文 [3]では、以下のクラスが系統的に調べられた：
∆y = a∆′ + b∆′′ + c∆′′′ + d∆′′′′ +O(∆x5), (3.1)

∆′ = f(x, y)∆x, (3.2)

∆′′ = f(x+ κ∆x, y + κ∆′)∆x, (3.3)

∆′′′ = f(x+ λ∆x, y + ρ∆′′ + (λ− ρ)∆′)∆x, (3.4)

∆′′′′ = f(x+ µ∆x, y + σ∆′′′ + τ∆′′ + (µ− σ − τ)∆′)∆x. (3.5)

特別な場合として上述の 4次のルンゲ・クッタ法と以下の「クッタの 3/8公式」(シンプソンの
3/8公式に対応)が導かれた：

∆y =
∆′ + 3∆′′ + 3∆′′′ +∆′′′′

8
+O(∆x5), (3.6)

∆′ = f(x, y)∆x, (3.7)

∆′′ = f(x+
1

3
∆x, y +

1

3
∆′)∆x, (3.8)

∆′′′ = f(x+
2

3
∆x, y +∆′′ − 1

3
∆′)∆x, (3.9)

∆′′′′ = f(x+∆x, y +∆′′′ −∆′′ +∆′)∆x. (3.10)

クッタは更に 5段 5次および 6段 5次の (陽的)ルンゲ・クッタ法を研究し、5段 5次は不可能だ
と結論付けた。5次の条件を 16個導出したが、本当は 17個ある [6]。6段 5次の公式を 2つ書い
たが、計算が間違っていて、誤差はO(∆x4)とO(∆x2)であった。
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