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概 要
ゾンマーフェルト展開とフェルミ・ディラック積分を議論する。

目 次
1 背景 1

2 ゾンマーフェルト展開 2

3 フェルミ・ディラック積分 4

4 化学ポテンシャルの低温展開 6

A 図 3の描き方 8

1 背景
独立粒子描像のフェルミ粒子を考える。エネルギーを ε, 状態密度をD(ε)とすると、逆温度 β, 化学ポ

テンシャル µのとき、全粒子数N と内部エネルギー U は、

N =

∫ ∞

0
dε D(ε)f(ε), (1.1)

U =

∫ ∞

0
dε D(ε)εf(ε) (1.2)

で与えられる。ここで、

f(ε) =
1

eβ(ε−µ) + 1
(1.3)

はフェルミ分布である。3次元自由粒子に対しては、

D(ε) = D0ε
1/2 (1.4)

となる。
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2 ゾンマーフェルト展開
一般に、

I :=

∫ ∞

0
dε g(ε)f(ε) (2.1)

を低温の場合に近似計算することを考える。今、

G(ε) :=

∫ ε

0
dε′ g(ε′) (2.2)

とすると、

I =

∫ ∞

0
dε

dG

dε
f(ε)

= [G(ε)f(ε)]∞0 −
∫ ∞

0
dε G(ε)

df

dε

= −
∫ ∞

0
dε G(ε)

df

dε
(2.3)

である。G(0) = 0を使い、limε→∞G(ε)f(ε) = 0を仮定した。df
dε は ε = µに鋭いピークをもち、そこか

ら離れると急速に 0になる。そこで、

G(ε) =

∞∑
n=0

(ε− µ)n

n!
G(n)(µ) (2.4)

とテーラー展開し、積分の下端を−∞とすると、

I ≈ J :=

∞∑
n=0

G(n)(µ)

n!
Jn, (2.5)

Jn := −
∫ ∞

−∞
dε (ε− µ)n

df

dε
(2.6)

となる。Jnは、

Jn = − 1

βn

∫ ∞

−∞
dx xn

d

dx

1

ex + 1
(2.7)

と書け、nが奇数なら 0となる。n = 0で J0 = 1である。nが 2以上の偶数なら、

−
∫ ∞

−∞
dx xn

d

dx

1

ex + 1
= 2n

∫ ∞

0
dx

xn−1

ex + 1
(2.8)

となる。ここで、

1

ex + 1
= e−x

∞∑
m=0

(−e−x)m (2.9)

と ∫ ∞

0
dx xn−1e−(m+1)x =

(n− 1)!

(m+ 1)n
(2.10)
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より、n = 2, 4, · · · に対して、

Jn =
2n!

βn

∞∑
m=0

(−1)m

(m+ 1)n

=
2n!

βn
(1− 2−n+1)ζ(n), (2.11)

ζ(s) :=

∞∑
m=1

1

ms
(2.12)

を得る。よって、

J = G(µ) + 2

∞∑
n=1

1

β2n
(1− 2−2n+1)ζ(2n)G(2n)(µ) (2.13)

である。
特に、

g(ε) = εα (2.14)

とすると、

Iα :=

∫ ∞

0
dε εαf(ε) =

µα+1

α+ 1

[
1 +

π2(α+ 1)α

6(βµ)2
+

7π4(α+ 1)α(α− 1)(α− 2)

360(βµ)4
+ · · ·

]
+Kα (2.15)

となる。Kαは誤差項である。
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3 フェルミ・ディラック積分
Fα := βα+1Iαをフェルミ・ディラック積分という。y = µβとすると、

Fα =

∫ ∞

0
dx

xα

ex−y + 1
(3.1)

である。いま、

Fα(y) =
yα+1

α+ 1
Cα(y) (3.2)

と書き、誤差項を無視した Cα(y)の 1/y2nまでの近似を cn(y)と書くと、

c1(y) = 1 +
π2(α+ 1)α

6y2
, (3.3)

c2(y) = c1(y) +
7π4(α+ 1)α(α− 1)(α− 2)

360y4
, (3.4)

c3(y) = c2(y) +
31π6(α+ 1)α(α− 1)(α− 2)(α− 3)(α− 4)

15120y6
, (3.5)

c4(y) = c3(y) +
127π8(α+ 1)α(α− 1) · · · (α− 6)

604800y8
(3.6)

である。yを固定したとき、cn(y)は n → ∞で発散する (この展開は漸近である)。α = 1/2に対する数
値計算を図 1に示す。なお、

Fα(y) =
yα+1

α+ 1
cn(y) +Rn(y) (3.7)

とおくと、

Rn(y) = cos(πα)Fα(−y) + yα+1 2 sin(πα)Γ(α+ 1)Γ(2n− α+ 1)

πy2n+2

∞∑
j=1

(−1)j−1

j2n+2
A2n−α(jy), (3.8)

As(y) :=
1

Γ(s+ 1)
P

∫ ∞

0
dx

xse−x

1− (x/y)2
(3.9)

である [1]。Γ(x)はガンマ関数である。y → ∞でAs(y) → 1である。図 2にAs(y)のグラフを s = 1.5,

3.5, 5.5, 7.5について示した。
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(a) (b)

図 1: (a) c0 := C1/2(y), c1, c2, c3, c4, (b) c0 − c1, c0 − c2, c0 − c3, c0 − c4 for α = 1/2. 横軸は y.

図 2: A1.5, A3.5, A5.5 and A7.5.

5



4 化学ポテンシャルの低温展開
本節は [2]を参考にした。
d次元の自由粒子に対しては、

D(ε) = D0ε
d/2−1 (4.1)

となる。まず絶対程度では、µ = µ0として、

N =
2

d
D0µ

d/2
0 (4.2)

である。有限温度では、

N =
2

d
D0µ

d/2
[
1 +

π2d(d− 2)

24(βµ)2
+

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760(βµ)4
+ · · ·

]
(4.3)

である。よって、(
µ/µ0

)−d/2
= 1 +

π2d(d− 2)

24(βµ)2
+

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760(βµ)4
+ · · ·

= 1 +
π2d(d− 2)

24(βµ0)2

(
µ/µ0

)−2
+

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760(βµ0)4

(
µ/µ0

)−4
+ · · · (4.4)

である。今、

µ/µ0 = 1 +
A2

(βµ0)2
+

A4

(βµ0)4
+ · · · (4.5)

とすると、 (
µ/µ0

)−d/2
= 1− 1

(βµ0)2
d

2
A2 +

1

(βµ0)4

[
− d

2
A4 +

d(d+ 2)

8
A2

2

]
+ · · · (4.6)

であり、

(4.4)右辺 = 1 +
π2d(d− 2)

24(βµ0)2

[
1− 2

(βµ0)2
A2 + · · ·

]
+

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760(βµ0)4
+ · · · (4.7)

なので、

−d

2
A2 =

π2d(d− 2)

24
, (4.8)

−d

2
A4 +

d(d+ 2)

8
A2

2 = −π2d(d− 2)

12
A2 +

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760
(4.9)

を得る。これより、まず、

A2 = −π2(d− 2)

12
(4.10)

を得る。また、

−d

2
A4 =

7π4d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760
− π2d(d− 2)

12
A2 −

d(d+ 2)

8
A2

2

= π4
[7d(d− 2)(d− 4)(d− 6)

5760
+

d(d− 2)2

122
− d(d+ 2)(d− 2)2

8 · 122
]
, (4.11)

A4 = −π4 (d− 2)(d− 6)(d− 9)

1440
(4.12)
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(a) (b)

図 3: (a) µ/µ0 (水色) , µ̃1 (オレンジ), µ̃2 (緑) (b) µ/µ0 − µ̃1 (オレンジ), µ/µ0 − µ̃2 (緑). 横軸は βµ0.

図 4: 化学ポテンシャルの低温展開の係数 (α = d/2− 1)

である。よって、

µ/µ0 = 1− π2(d− 2)

12(βµ0)2
− π4 (d− 2)(d− 6)(d− 9)

1440(βµ0)4
+ · · · (4.13)

であり、d = 3とすると、

µ/µ0 = 1− π2

12(βµ0)2
− π4

80(βµ0)4
+ · · · (4.14)

である。図 3に d = 3の場合の µ/µ0と

µ̃1 := 1− π2

12(βµ0)2
, (4.15)

µ̃2 := 1− π2

12(βµ0)2
− π4

80(βµ0)4
(4.16)

の数値計算を示す (付録Aに図の描き方を示す)。図 4に化学ポテンシャルの低温展開の係数を示す。
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A 図3の描き方
まず、

ys = y0 + s∆y (A.1)

に対して数列 {ys}Ns=0を考え、

Cs := Cα(ys) (A.2)

を計算する。ただし、α = d/2− 1 = 1/2である。次に、

β̃k = β̃0 + k∆β̃ (A.3)

に対して数列 {β̃k}nk=0を考える。β̃kは µ0βに対応する。kごとに、

x(k)s := ys/β̃k (A.4)

を考え、

f (k)
s := (x(k)s )α+1Cs − 1 (A.5)

とし、|f (k)
s |が最小になる sを skとする。3点 (x

(k)
sk−1, f

(k)
sk−1), (x

(k)
sk , f

(k)
sk ), (x

(k)
sk+1, f

(k)
sk+1)を通る 2次曲線

が f = 0と交差する点 P , Qの x座標を xP , xQとする。xP , xQのうち x
(k)
sk と近い方を x∗k とする。数

列 {β̃k}nk=0に対して {x∗k}nk=0をプロットする事で、図 3を得た。∆y = 0.005, ∆β̃ = 0.01とした。
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