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1 ゲージ理論
この章は [1]を参考にした。

1.1 ゲージ場の導入

ラグランジアン密度L0(ψ, ∂µψ)が、場の量の組 {ψA}NA=1の大域的変換

ψ′(x) = T (ε)ψ(x) , ψ = t(ψ1, · · · , ψN) (1.1)

で不変だと仮定する。T (ε)はある線形リー群Gの表現である。ただし、ε = {εr}r=1,··· ,nは実パ
ラメーターの組で、すべての rに対して εr = 0のときが恒等変換に対応する。微小変換は、

δψ := ψ′ − ψ = εrGrψ (1.2)

である。ただし、Grは群Gのリー代数の基底の表現である。Grの交換関係は、

[Gr, Gs] = f t
rsGt (1.3)

となる。f t
rs(= −f t

sr)は構造定数と呼ばれる実定数である。
このとき、

Dµψ := ∂µψ +Aµψ (1.4)

という量を導入する。これを共変微分と呼ぶ。Aµは以下の変換則が成り立つように決める：

D′
µψ

′ := ∂µψ
′ +A′

µψ
′ = T (ε(x))Dµψ. (1.5)

ここで、ψ′ = T (ε(x))ψである。このとき、L0(ψ,Dµψ)はゲージ不変である。
(1.5)より、

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µT · T−1 (1.6)

を得る。ところで、上式の右辺第 2項は、

−∂µT · T−1 = arµGr (1.7)
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と書ける。arµは実数である。いま、

A(0)
µ := Ar

µGr, (1.8)

A(1)
µ := Aµ −A(0)

µ (1.9)

とおく。A
(1)
µ はGrの線形結合では書けない部分である。これらはそれぞれ、

A(0)′
µ = TA(0)

µ T−1 − ∂µT · T−1, (1.10)

A(1)′
µ = TA(1)

µ T−1 (1.11)

と変換する。A
(1)
µ は、(1.5)を満たすためには不要であり、0であっても困ることはない。よっ

て、A
(1)
µ = 0とおく。このとき、

Dµψ = ∂µψ + Ar
µGrψ (1.12)

となる。Ar
µがゲージ場である。

1.2 ゲージ場の変換則

ところで、T (ε)は単位元の近くで、

T (ε) = exp[εrGr] (1.13)

と書ける1)。(1.13)に対して、

∂µT =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
(1−s)E (E := εrGr) (1.14)

である2)。(1.14)より、

∂µT · T−1 =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
−sE

= ∂µε
r

∫ 1

0

ds esEGre
−sE (1.15)

1)U(n), SU(n), SO(n), Sp(n)の任意の元はこの形で書ける。
2)ここで、

∂eH(α)

∂αn
=

∫ 1

0

ds esH(α) ∂H(α)

∂αn
e(1−s)H(α)

を用いた。α = {αn}はパラメーター αn の組である。これは以下のように示される。いま、

C(x) := e−xH(α) ∂

∂αn
exH(α)

とおくと、C(0) = 0であり、C(x)は、

dC(x)

dx
= e−xH(α) ∂H(α)

∂αn
exH(α)

を満たす。上式を x = 0から x = 1まで積分して、

C(1) = e−H(α) ∂e
H(α)

∂αn
=

∫ 1

0

dx e−xH(α) ∂H(α)

∂αn
exH(α)

を得る。これに左から eH(α) をかけて上の公式が得られる。
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となる。ところで、

eEGre
−E = αs

r(ε)Gs, (1.16)

αr
s(ε) := [exp(e)]rs , [e]ab := εrfa

rb (1.17)

である。よって、

∂µT · T−1 = ∂µε
rGs

∫ 1

0

ds αs
r(sε) =: ∂µε

rGsl
s
r(ε) (1.18)

となる。ここで、

lsr(ε) =

∫ 1

0

ds [exp(se)]sr

=

∫ 1

0

ds

∞∑
n=0

1

n!
sn[en]sr

=
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
[en]sr (1.19)

である。
ゲージ場の変換則は、

A′r
µ = αr

s(ε)A
s
µ − lrs(ε)∂µεs (1.20)

となる。微小変換では、

A′r
µ = Ar

µ + εsf r
stA

t
µ − ∂µεr (1.21)

となる。

2 Liouville space

M 次行列からM 次行列への線形写像 J を考える。AをM 次行列とすると、J (A)もM 次
行列である。例えば、

J (A) =
∑
a

LaARa (2.1)

である。La, RaはM 次行列である。
{|n⟩}を任意の正規直交基底とすると、M 次行列 •は、• =

∑
n,m •nm|n⟩⟨m|と書ける。これ

を Liouville spaceの元 |•⟩⟩ =
∑

n,m •nm|nm⟩⟩にマップすることができる。ただし、

|n⟩⟨m| ←→ |nm⟩⟩, (2.2)

Tr(A†B) ←→ ⟨⟨A|B⟩⟩ (2.3)

とする。Liouville spaceでの内積は、Hilbert-Schmidt productである。M 次行列からM 次行
列への線形写像J は、Liouville spaceでの行列 (M2次行列)になる：

|J (•)⟩⟩ = Ĵ |•⟩⟩. (2.4)
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Ĵ の行列表示は、

Jnm,kl = ⟨⟨nm|Ĵ |kl⟩⟩ (2.5)

である。例えば、(2.1)に対して、

Jnm,kl =
∑
a

(La)nk(Ra)lm (2.6)

である。
以下、J (•)をJ •と書く。
さて、J として、

J (U)• = L(U) •R(U) (2.7)

を考える。U は線形リー群Gの元であり、

L(V )L(U) = L(V U) , R(U)R(V ) = R(V U) , U, V ∈ G (2.8)

とする。このとき、

J (V )J (U) = J (V U) (2.9)

となる。J (U)の行列表示は、

[J(U)]nm,kl = [L(U)]nk[R(U)]lm (2.10)

である。
さて、

U = eE , E = εrGr (2.11)

のとき、

L(U) = exp(L∗(E)) , R(U) = exp(R∗(E)) (2.12)

する。GrはGのリー代数の基底である。このとき、εrが微小とすると、

J(U)• = [1 + L∗(E)] • [1 +R∗(E)]

= •+ L∗(E) •+ •R∗(E)

= •+ εr[L∗(Gr) •+ •R∗(Gr)] (2.13)

である。対応する Ĵ を、

Ĵ(U) = 1 + εr[L̂∗(Gr) + R̂∗(Gr)] (2.14)

と書く。
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3 大統一理論
さて、M 次行列 φを考え、

|ψ⟩⟩ = t(φ11, φ12, · · · , φMM) (3.1)

とし、

J (U)• = L(U) •R(U) (3.2)

に対して、

|ψ⟩⟩ → Ĵ(U)|ψ⟩⟩ (3.3)

を考える。Ĵ は線形リー群Gの表現である。さて、微小変換が、

δψ = εrGrψ (3.4)

のとき、共変微分 (1.12)は、

Dµψ = ∂µψ + Ar
µGrψ (3.5)

であった。今は、

δ|ψ⟩⟩ = εr[L̂∗(Gr) + R̂∗(Gr)]|ψ⟩⟩ (3.6)

であるから、

Dµ|ψ⟩⟩ = ∂µ|ψ⟩⟩+ Ar
µ[L̂∗(Gr) + R̂∗(Gr)]|ψ⟩⟩ (3.7)

である。これを行列 φで書くと、

Dµφ = ∂µφ+ Ar
µ[L∗(Gr)φ+ φR∗(Gr)] (3.8)

となる。
全ての φnmがディラック場とし、

⟨⟨ψ̄| = (φ̄11, φ̄12, · · · , φ̄MM) , φ̄nm = i(φnm)†γ0 (3.9)

とすると、

⟨⟨ψ̄|ψ⟩⟩ = Tr(φ̄φ) , (φ̄)nm = φ̄mn , φ̄ = iφ†γ0 (3.10)

である。上の第 3式の †は、転置し、各成分に †をする演算である。例えば、

L0(ψ, ∂µψ) = −⟨⟨ψ̄|γµ∂µ|ψ⟩⟩ (3.11)

のとき、

L0(ψ, ∂µψ) = −Tr[φ̄γµ∂µφ] (3.12)
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であり、

L0(ψ,Dµψ) = −⟨⟨ψ̄|γµDµ|ψ⟩⟩

= −Tr
(
φ̄γµ{∂µφ+ Ar

µ[L∗(Gr)φ+ φR∗(Gr)]}
)

(3.13)

である。
特に、

R(U) = tL(U) (3.14)

の場合、

φ→ L(U)φ · tL(U) (3.15)

であり、

L0(ψ,Dµψ) = −Tr
(
φ̄γµ{∂µφ+ Ar

µ[Grφ+ φ · tGr]}
)
, Gr := L∗(Gr) (3.16)

となる。
SU(5)統一模型 [2]では特に、

L(U) = U , R(U) = tL(U) = tU , U ∈ SU(5) (3.17)

で、

tφ = −φ (3.18)

である場合が使われる。この場合、φや |ψ⟩⟩は 10成分であり、上三角成分を書くと、

φ =


ucB −ucG −uR −dR

ucR −uG −dG
−uB −dB

−e+


L

(3.19)

である。全成分は左巻き成分である。cは反粒子を表し、R,G,Bはカラーを表す。なお、右巻
き成分は、

ψR =


dR
dG
dB
e+

νce


R

(3.20)

である。
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