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Abstract

時間に依存しない摂動論の一般論を議論し、エネルギー固有値を 5次摂動論まで求める。
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1 一般論：公式
ハミルトニアンを、

H = H0 + λV (1.1)

とかく。H0は被摂動ハミルトニアンであり、λは実数である。H0, H の固有値と固有ベクト
ルを、

H0|n⟩ = En|n⟩, (1.2)

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (1.3)
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とする。Enは縮退していないとする。Enを λのm次まで近似したものをE
(m)
n と書くと、

E(m)
n = En + λVnn + λ2

{ ∑
i( ̸=n)

VniVin

E
(m−2)
n − Ei

}
≤m−2

+ λ3
{ ∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn

(E
(m−3)
n − Ei)(E

(m−3)
n − Ej)

}
≤m−3

+ · · ·

+ λm
∑

i1··· ,im−1( ̸=n)

Vni1Vi1i2Vi2i3 · · ·Vim−1n

(En − Ei1)(En − Ei2) · · · (En − Eim−1)
(1.4)

である。ここで、{f(λ)}≤lは λの λl次までの寄与を取ってきたものを表す。また、和は

ia ̸= n (1.5)

の範囲で取る。特に、

E(1)
n = En + λVnn, (1.6)

E(2)
n = En + λVnn + λ2

∑
i( ̸=n)

VniVin
En − Ei

(1.7)

である。

2 一般論：導出
§1の公式を導出する [1]。まず、

GE :=
∑
i

|i⟩⟨i|
Ei − E

= (H0 − E)−1 (2.1)

と置く。これと、

(H0 − En)|ψn⟩ = −λV |ψn⟩ (2.2)

から、

|ψn⟩ = −λGEnV |ψn⟩

= λ
∑
i

⟨i|V |ψn⟩
En − Ei

|i⟩

= λ
⟨n|V |ψn⟩
En − En

|n⟩+ λ
∑
i( ̸=n)

⟨i|V |ψn⟩
En − Ei

|i⟩ (2.3)

を得る。(1.3)より、

En⟨n|ψn⟩+ λ⟨n|V |ψn⟩ = En⟨n|ψn⟩, (2.4)

λ
⟨n|V |ψn⟩
En − En

= ⟨n|ψn⟩ (2.5)
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なので、

|ψn⟩ = ⟨n|ψn⟩|n⟩+ λ
∑
i( ̸=n)

⟨i|V |ψn⟩
En − Ei

|i⟩ (2.6)

となる。以下、

⟨n|ψn⟩ = 1 (2.7)

を課す。これを中間規格化という。このとき、

|ψn⟩ = |n⟩+ λ
∑
i( ̸=n)

⟨i|V |ψn⟩
En − Ei

|i⟩ (2.8)

となる。(2.4)と中間規格化より、

En = En + λ⟨n|V |ψn⟩ (2.9)

である。
(2.8)より、

|ψ(1)
n ⟩ = |n⟩+ λ

∑
i( ̸=n)

Vin
En − Ei

|i⟩ (2.10)

と置く。ここで、Vin := ⟨i|V |n⟩である。次に、

|ψ(2)
n ⟩ = |n⟩+ λ

∑
i( ̸=n)

⟨i|V |ψ(1)
n ⟩

En − Ei

|i⟩

= |n⟩+ λ
∑
i( ̸=n)

Vin
En − Ei

|i⟩+ λ2
∑

i,j( ̸=n)

VijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

|j⟩ (2.11)

とし、同様に、

|ψ(m)
n ⟩ = |n⟩+ λ

∑
i( ̸=n)

Vin
En − Ei

|i⟩+ λ2
∑

i,j( ̸=n)

VijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

|j⟩+ · · ·

+ λm
∑

i1··· ,im( ̸=n)

Vni1Vi1i2Vi2i3 · · ·Vimn

(En − Ei1)(En − Ei2) · · · (En − Eim)
|im⟩ (2.12)

とする。|ψ(m)
n ⟩から λmまでの寄与を取り出したものがm次近似である。(2.9)より、

E(m)
n = En + λ{⟨n|V |ψ(m−1)

n ⟩}≤m−1 (2.13)

である。これより (1.4)を得る。
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3 3次摂動
さて、

E(3)
n = En + λVnn + λ2

{ ∑
i( ̸=n)

VniVin

E
(1)
n − Ei

}
≤1

+ λ3
∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

, (3.1)

E(4)
n = En + λVnn + λ2

{ ∑
i( ̸=n)

VniVin

E
(2)
n − Ei

}
≤2

+ λ3
{ ∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn

(E
(1)
n − Ei)(E

(1)
n − Ej)

}
≤1

+ λ4
∑

i,j,k( ̸=n)

VniVijVjkVkn
(En − Ei)(En − Ej)(En − Ek)

(3.2)

である。これを求める。いま、
E(m)

n = En + λ∆(1)
n + λ2∆(2)

n + · · ·+ λm∆(m)
n (3.3)

とする。特に、
∆(1)

n = Vnn, (3.4)

∆(2)
n =

∑
i( ̸=n)

VniVin
En − Ei

(3.5)

である。さて、
1

E
(m)
n − Ei

=
1

En − Ei + δ
(m)
n

, δ(m)
n := λ∆(1)

n + λ2∆(2)
n + · · ·+ λm∆(m)

n (3.6)

である。よって、
1

E
(m)
n − Ei

=
1

En − Ei

1

1 + δ
(m)
n /(En − Ei)

=
1

En − Ei

[
1− δ

(m)
n

En − Ei

+
[δ

(m)
n ]2

(En − Ei)2
− · · ·

]
=

1

En − Ei

− δ
(m)
n

(En − Ei)2
+

[δ
(m)
n ]2

(En − Ei)3
− · · · (3.7)

となる。これより、{ 1

E
(2)
n − Ei

}
≤2

=
1

En − Ei

− λ∆
(1)
n + λ2∆

(2)
n

(En − Ei)2
+

λ2[∆
(1)
n ]2

(En − Ei)3
(3.8)

を得る。これより、 { 1

E
(1)
n − Ei

}
≤1

=
1

En − Ei

− λ∆
(1)
n

(En − Ei)2
(3.9)

である。よって、
∆(3)

n = −∆(1)
n

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

+
∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

= −Vnn
∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

+
∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

(3.10)

を得る。

4



4 4次摂動
次に、

∆(4)
n =

( ∑
i( ̸=n)

VniVin

E
(2)
n − Ei

)
2
+
( ∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn

(E
(1)
n − Ei)(E

(1)
n − Ej)

)
1

+
∑

i,j,k( ̸=n)

VniVijVjkVkn
(En − Ei)(En − Ej)(En − Ek)

(4.1)

を求める。ここで、(
f(λ)

)
l
は f(λ)の λlの係数である。まず、(3.8)より、

( 1

E
(2)
n − Ei

)
2
= − ∆

(2)
n

(En − Ei)2
+

[∆
(1)
n ]2

(En − Ei)3
(4.2)

である。また、
1

(E
(m)
n − Ei)(E

(m)
n − Ej)

=
1

(En − Ei)(En − Ej)

(
1− δ

(m)
n

En − Ei

+ · · ·
)(

1− δ
(m)
n

En − Ej

+ · · ·
)

=
1

(En − Ei)(En − Ej)
− λ∆(1)

n

[ 1

(En − Ei)2(En − Ej)
+

1

(En − Ei)(En − Ej)2

]
+O(λ2) (4.3)

なので、( 1

(E
(1)
n − Ei)(E

(1)
n − Ej)

)
1
= −∆(1)

n

[ 1

(En − Ei)2(En − Ej)
+

1

(En − Ei)(En − Ej)2

]
(4.4)

となる。これより、

∆(4)
n =

∑
i,j,k( ̸=n)

VniVijVjkVkn
(En − Ei)(En − Ej)(En − Ek)

−∆(2)
n

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

+ [∆(1)
n ]2

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)3

−∆(1)
n

[ ∑
i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)2(En − Ej)

+
∑

i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)(En − Ej)2

]
=

∑
i,j,k( ̸=n)

VniVijVjkVkn
(En − Ei)(En − Ej)(En − Ek)

−
∑
k( ̸=n)

VnkVkn
En − Ek

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

+ V 2
nn

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)3

− Vnn

[ ∑
i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)2(En − Ej)

+ c.c.
]

(4.5)
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を得る。
まとめると、

E(4) = En + λ∆(1)
n + λ2∆(2)

n + λ3∆(3)
n + λ4∆(4)

n , (4.6)

∆(1)
n = Vnn, (4.7)

∆(2)
n =

∑
i( ̸=n)

VniVin
En − Ei

, (4.8)

∆(3)
n =

∑
i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)(En − Ej)

− Vnn
∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

, (4.9)

∆(4)
n =

∑
i,j,k( ̸=n)

VniVijVjkVkn
(En − Ei)(En − Ej)(En − Ek)

−∆(2)
n

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)2

+ V 2
nn

∑
i( ̸=n)

VniVin
(En − Ei)3

− Vnn

[ ∑
i,j( ̸=n)

VniVijVjn
(En − Ei)2(En − Ej)

+ c.c.
]

(4.10)

である。なお、[2]には 6次摂動までの結果が載っている。

5 別の方法
5.1 一般論

G :=
∑
i( ̸=n)

|i⟩⟨i|
En − Ei

, (5.1)

δ := En − En (5.2)

とすると、

δ =
∞∑
n=0

⟨λV [G(λV − δ)]n⟩ (5.3)

である [2]。ここで、⟨· · ·⟩ = ⟨n| · · · |n⟩である。いま、右辺を、
∞∑
n=0

⟨λV [G(λV − δ)]n⟩ = A0(λ) +
∞∑
n=1

An(λ)δ
n (5.4)

と置くと、(5.3)は、
f(δ) = A0(λ), (5.5)

f(x) := x−
∞∑
n=1

An(λ)x
n

= [1− A1(λ)]x−
∞∑
n=2

An(λ)x
n ≡

∞∑
n=1

αn(λ)x
n (5.6)
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となる。g(x)を f(x)の逆関数とすると、

δ = g(A0) (5.7)

である。ここで、

g(y) =
∞∑
n=1

bn(λ)y
n (5.8)

とすると、

b1 =
1

α1

, (5.9)

b2 = −α2

α3
1

, (5.10)

b3 =
2α2

2 − α1α3

α5
1

, (5.11)

b4 =
5α3

2 − 5α1α2α3 + α1α4

α7
1

(5.12)

などである。
さて、

A0(λ) =
∞∑
n=0

λn+1⟨V (GV )n⟩ (5.13)

である。また、

A1(λ) = −λ⟨V G⟩ − λ2[⟨V G2V ⟩+ ⟨V GV G⟩]
− λ3[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩+ ⟨V GV GV G⟩]
− λ4[⟨V G2V GV GV ⟩+ ⟨V GV G2V GV ⟩+ ⟨V GV GV G2V ⟩+ ⟨V GV GV GV G⟩] +O(λ5)

= −λ2⟨V G2V ⟩ − λ3[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]
− λ4[⟨V G2V GV GV ⟩+ ⟨V GV G2V GV ⟩+ ⟨V GV GV G2V ⟩] +O(λ5) (5.14)

である。よって、

α1(λ) = 1 + λ2⟨V G2V ⟩+ λ3[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]
+ λ4[⟨V G2V GV GV ⟩+ ⟨V GV G2V GV ⟩+ ⟨V GV GV G2V ⟩] +O(λ5) (5.15)

となる。また、

A2(λ) = λ⟨V G2⟩+ λ2[⟨V G3V ⟩+ ⟨V GV G2⟩+ ⟨V G2V G⟩] +O(λ3)

= λ2⟨V G3V ⟩+O(λ3) (5.16)

であり、

A3(λ) = −λ⟨V G3⟩ − λ2[⟨V G4V ⟩+ ⟨V G3V G⟩+ ⟨V G2V G2⟩+ ⟨V GV G3⟩] +O(λ3)

= −λ2⟨V G4V ⟩+O(λ3) (5.17)
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となる。同様に、

A4(λ) = λ2⟨V G5V ⟩+O(λ3) (5.18)

である。(5.7)より、

δ =
A0

α1

− α2

α3
1

A2
0 +

2α2
2 − α1α3

α5
1

A3
0 +

5α3
2 − 5α1α2α3 + α1α4

α7
1

A4
0 + · · · (5.19)

である。ここで第 2項は 4次以上の寄与, 第 3項は 5次以上の寄与, 第 4項は 6次以上の寄与で
ある。

5.2 4次摂動
4次までの摂動を考えると、

δ(4) =
{A0

α1

}
≤4

−
{α2

α3
1

A2
0

}
≤4

=
{A0

α1

}
≤4

−
{
α2A

2
0

}
≤4

(5.20)

である。ここで、{A0

α1

}
≤4

= {A0}≤4 − λ2⟨V G2V ⟩{A0}≤2 − λ3[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]{A0}≤1, (5.21){
α2A

2
0

}
≤4

= {α2}≤2({A0}≤1)
2 (5.22)

なので、

∆(1) = ⟨V ⟩, (5.23)

∆(2) = ⟨V GV ⟩, (5.24)

∆(3) = ⟨V GV GV ⟩ − ⟨V ⟩⟨V G2V ⟩
∆(4) = ⟨V GV GV GV ⟩ − ⟨V GV ⟩⟨V G2V ⟩+ ⟨V ⟩2⟨V G3V ⟩

− ⟨V ⟩[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩] (5.25)

を得る。

6 5次摂動
5次までの摂動を考えると、

δ(5) =
{A0

α1

}
≤5

−
{α2

α3
1

A2
0

}
≤5

+
{2α2

2 − α1α3

α5
1

A3
0

}
≤5

=
{A0

α1

}
≤5

−
{α2

α3
1

A2
0

}
≤5

−
{
α3A

3
0

}
≤5

(6.1)
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である。ここで、{A0

α1

}
≤5

= {A0}≤5 − λ2⟨V G2V ⟩{A0}≤3 − λ3[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]{A0}≤2

− λ4[⟨V G2V GV GV ⟩+ ⟨V GV G2V GV ⟩+ ⟨V GV GV G2V ⟩]{A0}≤1

+ λ4⟨V G2V ⟩2{A0}≤1 (6.2)

であり、
−
{α2

α3
1

A2
0

}
≤5

= −{α2A
2
0}≤5

= −λ4(α2)2(A0)
2
1 − λ5[(α2)2(A

2
0)3 + (α2)3(A

2
0)2] (6.3)

である。また、
−
{
α3A

3
0

}
≤5

= −λ5(α3)2(A0)
3
1 (6.4)

である。よって、
∆(5) = (A0)5 − ⟨V G2V ⟩(A0)3 − [⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩](A0)2

+ [⟨V G2V ⟩2 − ⟨V G2V GV GV ⟩ − ⟨V GV G2V GV ⟩ − ⟨V GV GV G2V ⟩](A0)1

− (α2)2(A
2
0)3 − (α2)3(A0)

2
1 − (α3)2(A0)

3
1 (6.5)

となる。ここで、
−(α2)3 = (A2)3

= ⟨V G3V GV ⟩+ ⟨V G2V G2V ⟩+ ⟨V G2V GV G⟩
+ ⟨V GV G2V ⟩+ ⟨V GV G2V G⟩+ ⟨V GV GV G2

= ⟨V G3V GV ⟩+ ⟨V G2V G2V ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩ (6.6)

である。また、
(A2

0)3 = 2(A0)1(A0)2 (6.7)

なので、
∆(5) = ⟨V GV GV GV GV ⟩ − ⟨V G2V ⟩⟨V GV GV ⟩ − ⟨V GV ⟩[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]

+ ⟨V ⟩[⟨V G2V ⟩2 − ⟨V G2V GV GV ⟩ − ⟨V GV G2V GV ⟩ − ⟨V GV GV G2V ⟩]
+ 2⟨V ⟩⟨V GV ⟩⟨V G3V ⟩+ ⟨V ⟩2[⟨V G3V GV ⟩+ ⟨V G2V G2V ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]
− ⟨V ⟩3⟨V G4V ⟩ (6.8)

を得る。
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