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Abstract

時間に依存しない摂動論の一般論を解説する。

1 加藤の方法
ハミルトニアンを、

H = H0 + λV (1.1)

とかく。H0は非摂動ハミルトニアンであり、λは実数である。H0, H の固有値と固有ベクト
ルを、

H0|n⟩ = En|n⟩, (1.2)

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (1.3)

とする。Ejは縮退していないとする。このとき、Ejを、

Ej = Ej + λ∆(1) + λ2∆(2) + λ3∆(3) + · · · (1.4)

と展開したい。
[1]に従い、加藤敏夫の方法 (1949)を解説する。以下、しばらくは固有値が縮退していても良
い。Hの固有値 Eiの部分空間への射影演算子をPiとする：

HPi = EiPi. (1.5)

また、

G(z) := (z −H)−1 (1.6)

とすると、

G(z)Pi =
Pi

z − Ei
(1.7)

である。従って、

G(z) =
∑
i

Pi

z − Ei
(1.8)
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である。これより、

Pj =
1

2πi

∫
Γj

dz G(z) (1.9)

となる。Γjは Ejの周りを 1周し、他の Ekは含まないとする。上式より、

HPj =
1

2πi

∫
Γj

dz zG(z) (1.10)

を得る。ただし、(z −H)G(z) = 1より、HG(z) = zG(z)− 1と∫
Γj

dz 1 = 0 (1.11)

を用いた。
いま、

G0(z) :=
1

z −H0

(1.12)

とする。恒等式
1

z −H0 − λV
=

1

z −H0

[z −H0 − λV + λV ]
1

z −H0 − λV

=
1

z −H0

+
1

z −H0

λV
1

z −H0 − λV
(1.13)

より、

G(z) = G0(z)[1 + λG(z)] (1.14)

を得る。これより、

G(z) =
∞∑
n=0

λnG0(z)[V G0(z)]
n (1.15)

が得られる。これと (1.10)より、

Pj = Pj +
∞∑
n=1

λnA(n), (1.16)

A(n) :=
1

2πi

∫
Γj

dz G0(z)[V G0(z)]
n (1.17)

である。PjはH0の固有値Ejの部分空間への射影演算子である。ここで、ΓjはEjのみを囲み、
他のEkは囲まないと仮定した (摂動の効果でEjの縮退が解ける場合は、それら全てを囲むと
する) 。これは λが十分小さい時には可能である。さて、

G0(z) =
Pj +Qj

z −H0

, Qj := 1− Pj (1.18)
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である。ここで、
Qj

z −H0

=
∑
i( ̸=j)

Pi

z − Ei

=
∑
i( ̸=j)

Pi

Ej − Ei + (z − Ei)

=
∑
i( ̸=j)

∞∑
k=1

(−1)k−1(z − Ei)
k−1 Pi

(Ej − Ei)k

=
∞∑
k=1

(−1)k−1(z − Ei)
k−1Gk (1.19)

である。ただし、

G := QjG0(Ej)Qj =
∑
i( ̸=j)

Pi

Ej − Ei

(1.20)

である。いま、

S0 := −P, Sk := Gk (k ≥ 1) (1.21)

とする。ただし、P は Pjである。すると、

G0(z) =
∞∑
k=0

(−1)k−1(z − Ei)
k−1Sk (1.22)

となる。従って、

A(n) = −
(n+1)∑
(n)

Sk1V Sk2V · · ·V Skn+1 (1.23)

である。ここで、∑(n)
(p) は、

k1 + k2 + · · ·+ kn = p, ki ≥ 0 (1.24)

を満たす非負の整数の組についての和である。
(1.10)を用いて同様に計算し、

(H − Ej)P =
∞∑
n=1

λnB(n), (1.25)

B(n) =

(n+1)∑
(n−1)

Sk1V Sk2V · · ·V Skn+1 (1.26)

を得る。
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特に Ej が縮退していないとき、P|j⟩がH の固有ベクトルである。HP = EjP と Tr[P ] =

Tr[P ] = 1より、

Ej = Ej +
∞∑
n=1

λnTr[B(n)] (1.27)

となる。すなわち、

∆(n) = Tr[B(n)] (1.28)

である。

2 Blochの方法
いま、

K := PPP (2.1)

とし、

PP = UK, UP = U (2.2)

により U を定める。ここで、

U =
∞∑
n=0

λnU (n), (2.3)

K =
∞∑
n=0

λnK(n), (2.4)

PP =
∞∑
n=0

λnT (n) (2.5)

と置くと、

T (n) = A(n)P

=

(n)∑
(n)

Sk1V Sk2V · · ·SknV P =:

(n)∑
(n)

S[n] (n ≥ 1) (2.6)

である。T (0) = P である。また、

K(n) = PA(n)P

= −
(n−1)∑
(n)

PV Sk1V · · ·Skn−1V P = −
(n−1)∑
(n)

PV S[n−1] (n ≥ 2) (2.7)
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である。K(0) = P , K(1) = 0である。また、

U (0) = P (2.8)

である。さて、

UK = P +
∞∑
n=1

λn
[
U (n) +K(n) +

k≥1,l≥2∑
k+l=n

U (k)K(l)
]

(2.9)

である。これより、

T (n) = U (n) +K(n) +

k≥1,l≥2∑
k+l=n

U (k)K(l) (2.10)

であり、

U (1) = GV P (2.11)

である。また、

T (2) = −PV G2V P +GV GV P −G2V PV P, (2.12)

K(2) = −PV G2V P (2.13)

より、

U (2) = GV GV P −G2V PV P (2.14)

である。また、

T (3) = PV PV G3V P − PV GV G2V P − PV G2V GV P + PV G3V PV P

−GV PV G2V P +GV GV GV P −GV G2V PV P −G2V PV GV P

−G2V GV PV P +G3V PV PV P, (2.15)

K(3) = PV PV G3V P − PV GV G2V P − PV G2V GV P + PV G3V PV P (2.16)

より、

U (3) = GV GV GV P −GV G2V PV P −G2V PV GV P

−G2V GV PV P +G3V PV PV P (2.17)

である。
一般に、

U (n) =
′∑

(n)

Sk1V Sk2V · · ·SknV P (2.18)
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である。ここで、∑′
(n)は、

k1 + k2 + · · ·+ kp ≥ p, (p = 1, 2, · · · , n− 1) (2.19)

k1 + k2 + · · ·+ kn = n (2.20)

を満たす非負の整数の組ついての和である。
Ejに縮退がない時は、

Ej = ⟨j|HU |j⟩ (2.21)

となる。実際、(2.2)より、

EjPP = HPP = HUPPP (2.22)

なので、このトレースを取ると、

Ej⟨j|P|j⟩ = ⟨j|HU |j⟩⟨j|P|j⟩ (2.23)

となり、(2.21)を得る。(2.21)より、

∆(n+1) =
′∑

(n)

⟨V Sk1V Sk2V · · ·SknV ⟩ (2.24)

を得る。∆(n)の項の数は、

Nn =
(2n− 2)!

n!(n− 1)!
(2.25)

で、

N4 = 5, (2.26)

N5 = 14, (2.27)

N6 = 42, (2.28)

N7 = 132 (2.29)

である。
論文 [2, 3]には n次摂動のエネルギーを求める簡単なルールが載っている。
4次までの摂動をまとめると、

∆(1) = ⟨V ⟩, (2.30)

∆(2) = ⟨V GV ⟩, (2.31)

∆(3) = ⟨V GV GV ⟩ − ⟨V ⟩⟨V G2V ⟩
∆(4) = ⟨V GV GV GV ⟩ − ⟨V GV ⟩⟨V G2V ⟩+ ⟨V ⟩2⟨V G3V ⟩

− ⟨V ⟩[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩] (2.32)
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となる。5次の摂動は、

∆(5) = ⟨V GV GV GV GV ⟩ − ⟨V G2V ⟩⟨V GV GV ⟩ − ⟨V GV ⟩[⟨V G2V GV ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]
+ ⟨V ⟩[⟨V G2V ⟩2 − ⟨V G2V GV GV ⟩ − ⟨V GV G2V GV ⟩ − ⟨V GV GV G2V ⟩]
+ 2⟨V ⟩⟨V GV ⟩⟨V G3V ⟩+ ⟨V ⟩2[⟨V G3V GV ⟩+ ⟨V G2V G2V ⟩+ ⟨V GV G2V ⟩]
− ⟨V ⟩3⟨V G4V ⟩ (2.33)

である。6次と 7次の摂動はノート [4]に載っている。
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