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1 4次元のベクトル解析
4次元のユークリッド空間を考える。grad, rot, divを 3次元のベクトル解析の記号とする。4

次元へのそれらの拡張 grad4, rot4, div4と、med4を以下で定義する [1] 1) ：

grad4φ
def
=

(
gradφ

∂4φ

)
, (1.1)

rot4

(
a

a4

)
def
=

(
rota

∂4a− grada4

)
, (1.2)

med4

(
b

a

)
def
=

(
medb

∂4b− rota

)
, (medb

def
= −divb) (1.3)

div4

(
a4
a

)
= diva+ ∂4a4. (1.4)

今、6次元空間 {XA}6A=1を考え、

⋆(dxk ∧ dxl)
def
= εikldX

i, (1.5)

⋆(dx4 ∧ dxi)
def
= dX i+3 (1.6)

とする2)。このとき、

⋆(
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν) =
1

2
FklεikldX

i +
1

2
(F4i − Fi4)dX

i+3 (1.7)

1)med4 の定義は、[1]のものとは少し異なる。
2)i, j などのラテン小文字の添え字は 1,2,3を表し、µ, ν などのギリシャ文字の添え字は 1,2,3,4を表す。
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である。今、

a
def
= aidx

i + a4dx
4 (1.8)

とすると、

⋆da = ∂kalεikldX
i + (∂4ai − ∂ia4)dX

i+3

= (rota)idX
i + (∂4ai − ∂ia4)dX

i+3

=
6∑

A=1

[
rot4

(
a

a4

)]
A
dXA (1.9)

である。
今、

Fµν =


0 B3 −B2 −E1

−B3 0 B1 −E2

B2 −B1 0 −E3

E1 E2 E3 0

 (1.10)

とすると、

∗Fµν =


0 E3 −E2 −B1

−E3 0 E1 −B2

E2 −E1 0 −B3

B1 B2 B3 0

 (1.11)

である。ここで、

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν (1.12)

に対して、

∗F =
1

2
∗Fµνdx

µ ∧ dxν (1.13)

である。ただし、

∗(aµ1···µrdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµr) =

1

s!
εµ1···µrν1···νsaµ1···µrdx

ν1 ∧ · · · ∧ dxνs (1.14)

である。ここで、r + s = 4である。εµ1···µ4は完全反対称で、ε1234 = 1である。
さて、F = 1

2
Fµνdx

µ ∧ dxνに対して、

∗d ∗ F = ∂µFµνdx
ν (1.15)

である。(1.10)の記号で、

∗d ∗ F = ∂iFijdx
j + ∂4F4jdx

j + ∂iFi4dx
4

= ∂i(εijkBk)dx
j + ∂4Ejdx

j − ∂iEidx
4

= −divEdx4 + [∂4Ei − (rotB)i]dx
i

=
[
med4

(
E

B

)]
1
dx4 +

3∑
i=1

[
med4

(
E

B

)]
i+1

dxi (1.16)
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となる。ところで、

3∑
i=1

(EidX
i +BidX

i+3) = ⋆ ∗ F (1.17)

なので、med4(⋆ ∗ F )は ∗d ∗ F に相当する：

med4(⋆ ∗ F ) ≈ ∗d ∗ F. (1.18)

これより、

med4(⋆G) ≈ ∗dG (1.19)

を得る。Gは 4次元の 2形式である。
まとめると、

grad4φ ≈ dφ, (1.20)

rot4a = ⋆da, (1.21)

med4(⋆G) ≈ ∗dG, (1.22)

div4a = ∗d ∗ a (1.23)

となる。
これより、

rot4grad4φ = ⋆ddφ = 0, (1.24)

med4rot4a ≈ ∗dda = 0, (1.25)

div4med4(⋆G) = ∗d ∗ ∗dG = 0 (1.26)

を得る。

2 n次元のベクトル解析

A(0)
n

def
= gradn, (2.1)

A(1)
n

def
= rotn, (2.2)

A(2)
n

def
= medn (2.3)

とし、

A
(m)
n+1

(
β(m)

β(m−1)

)
def
=

(
A

(m)
n (β(m))

∂n+1β
(m) − A

(m−1)
n (β(m−1))

)
(2.4)

とする。また、

A(m+1)
n A(m)

n (β(m)) = 0 (2.5)
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とする。β(m)は n次元のm-formと同じだけの成分を持つベクトルである。例えば、

A
(2)
3 = med3 = −div (2.6)

である (med3 = divでも良い)。
n次元で (2.5)が満たされていると、(n+ 1)次元でも満たされている：

A
(m+1)
n+1 A

(m)
n+1

(
β(m)

β(m−1)

)
= A

(m+1)
n+1

(
A

(m)
n (β(m))

∂n+1β
(m) − A

(m−1)
n (β(m−1))

)

=

(
A

(m+1)
n A

(m)
n (β(m))

∂n+1A
(m)
n (β(m))− A

(m)
n (∂n+1β

(m)) + A
(m)
n A

(m−1)
n (β(m−1))

)
= 0. (2.7)

一般に、β(m)はあるm-form b(m)と等価であり、

A(m)
n (β(m)) = ⋆(m)

n db(m) (2.8)

の形になっていると思われる。(2.5)は、

ddb(m) = 0 (2.9)

を表すはずである。
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