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Abstract

このノートでは、ニュートン力学における非慣性系の運動方程式を、まずラグランジア
ンから導出し、次に一般相対論の質点の運動方程式から導出する。
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1 設定
しばらくはニュートン力学を考え、重力はポテンシャルU(x)で与えられるとする。§ 5では
一般相対論を考え、重力は計量テンソルで与えられるとする。
K0を慣性系とする。座標系K ′はK0に対して速度V (t)で移動しているとする。更に、系K

はK ′と原点Oを共有し、K ′に対して角速度Ω(t)で回転しているとする1)。ただし、V と、K ′

およびKから見た粒子の速度は光速度に比べて十分小さいとする。K0, K
′, Kでは、共通の時

間座標 tを使う。
e
(0)
i を K0 の i番目の座標軸の単位方向ベクトルとする (これは時間に依らない)。これは、

e
(0)
i · e(0)

j = δijを満たす。K0から見たOの位置を rie
(0)
i とする。ei(t)をKの i番目の単位方向

ベクトルとする (これは時間に依存する)。これは、ei(t) · ej(t) = δijを満たす。今、

ei(t) = Rji(t)e
(0)
j (1.1)

とする。Rij(t)は直交行列で、

RijRik = δjk , det(Rij) = 1 (1.2)

1)Ω(t)の意味は、すぐ後で詳しく述べる。
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である。
Aを任意のベクトルとすると、

A(t) = A
(0)
i (t)e

(0)
i = Ai(t)ei(t) (1.3)

と書ける。このとき、

A
(0)
i = RijAj, (1.4)

Ai = RjiA
(0)
j (1.5)

となる。ここで、(1.2)を用いた。
Kの座標 xiは、K0では、

Xi = ri(t) +Rij(t)xj (1.6)

に対応する。ここで、ri(t)はOの位置で、ṙi = V (t) ·e(0)
i である。ただし、Ẋ = dX/dtである。

また、(1.2)より、

RjiRki = δjk (1.7)

であり、これを微分して、

ṘjiRki +RjiṘki = 0 (1.8)

を得る。今、

Ω
(0)
jk (t)

def
= ṘjiRki (1.9)

と置くと、(1.8)は、

Ω
(0)
jk + Ω

(0)
kj = 0 (1.10)

となる。よって、Ω
(0)
jk は反対称であり、

Ω
(0)
jk = −εijkΩ

(0)
i (t) (1.11)

の形に書ける。ここで、εijkは完全反対称で、ε123 = 1である。この時、角速度を、

Ω(t) = Ω
(0)
i (t)e

(0)
i (= Ωiei) (1.12)

と置く。
(1.6)で、Xi, xjが粒子の位置で、時間の関数だとする。このとき、(1.6)を時間で微分して、

Ẋi = ṙi + Ṙijxj +Rijẋj (1.13)

である。ここで、

Ṙijxj = Ω
(0)
ik Rkjxj

= −εlikΩ
(0)
l Rkjxj (1.14)
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である。今、

x
(0)
k

def
= Rkjxj (1.15)

とすると、これは

x
def
= xiei (1.16)

をK0から見たときの k成分である。今、A = A
(0)
i e

(0)
i = Aiei(t) , B = B

(0)
i e

(0)
i = Biei(t)に対

して、

A×B
def
= εijkA

(0)
j B

(0)
k e

(0)
i = εijkAjBkei (1.17)

とする。これを、

A×B = (A×B)
(0)
i e

(0)
i = (A×B)iei (1.18)

と置く。このとき、

Ṙijxj = εilkΩ
(0)
l x

(0)
k

= (Ω× x)
(0)
i (1.19)

である。よって、

Ẋi = ṙi + (Ω× x)
(0)
i +Rijẋj (1.20)

となる。
今、

v0
def
= Ẋie

(0)
i , (1.21)

v′ def
= v0 − V (t)

= v′ − ṙie
(0)
i (≡ v′ie

(0)
i ), (1.22)

v
def
= Rijẋje

(0)
i = ẋiei(≡ viei) (1.23)

と置くと、これらは、K0, K
′, Kから見た質点の速度である。このとき、

v0 = v′ + V (t), (1.24)

v′ = v +Ω(t)× x (1.25)

である。K ′での粒子の位置ベクトルx′ = x
(0)
i e

(0)
i ≡ x′

ie
(0)
i とKでのそれxは一致する。また、

dx′
i

dt
= v′i (1.26)

である。
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2 非慣性系での運動方程式の、ラグランジアンからの導出
まず、K ′での運動方程式を求める。ラグランジアンは、

L =
m

2
v2
0 − U

=
m

2
v′2 +mv′ · V +

m

2
V 2 − U (2.1)

である。この式の第 3項は位置も速度も含まず、運動方程式に効かない (または、時間だけの関
数なので、df(t)/dtの形に書けるので効かない)。第 2項は、

mv′ · V =
d

dt
(mx′ · V )−mx′ · dV

dt
(2.2)

と書ける。よって、運動方程式に効かない項を落とすと、

L′ =
m

2
v′2 −mx′ ·W − U (2.3)

を得る。ここで、

W
def
=

dV

dt

= r̈ie
(0)
i ≡ Wiei = W

(0)
i e

(0)
i (2.4)

である。ここで、Ẍ = d2

dt2
Xである。オイラー・ラグランジュ方程式は、

m
dv′i
dt

= −∂U

∂x′
i

−mW
(0)
i (2.5)

となる。右辺第 2項は慣性力である。(1.26)より、上式は、

m
d2x′

i

dt2
= −∂U

∂x′
i

−mW
(0)
i (2.6)

とも書ける。
次にKでの運動方程式を調べる。(2.3)に (1.25)を代入して、

L =
m

2
v2 +mv · (Ω× x) +

m

2
(Ω× x)2 −mx ·W − U (2.7)

を得る。これより、

∂L

∂xi

= m(v ×Ω)i +m[Ω× (x×Ω)]i −mWi −
∂U

∂xi

, (2.8)

∂L

∂vi
= mvi +m(Ω× x)i, (2.9)

d

dt

∂L

∂vi
= m

dvi
dt

+m
d(Ω× x)i

dt
(2.10)

を得る。よって、オイラー・ラグランジュ方程式は、

m
d2xi

dt2
= −∂U

∂xi

−mWi +m(v ×Ω)i +m
(
Ω× (x×Ω)

)
i
−m

d(Ω× x)i
dt

(2.11)
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である。ここで、vi = ẋiを用いた。以下で示すように、

d(Ω× x)i
dt

= (Ω× v)i +
(dΩ
dt

× x
)
i

(2.12)

である。よって、(2.11)は、

m
d2xi

dt2
= −∂U

∂xi

−mWi +m
(
x× dΩ

dt

)
i
+ 2m(v ×Ω)i +m

(
Ω× (x×Ω)

)
i

(2.13)

となる。右辺の第 1項以外は慣性力である。2m(v×Ω)iの項はコリオリの力と呼ばれ、m
(
Ω×

(x×Ω)
)
i
の項は遠心力と呼ばれる。

(2.12)を示す。(2.12)の右辺は、

d(Ω× x)i
dt

= εijkΩ̇jxk + εijkΩjvk

= εijkΩ̇jxk + (Ω× v)i (2.14)

である。上式の右辺第 1項は、

εijkΩ̇jxk =
(dΩ
dt

× x
)
i
+ εijkΩ · dej

dt
xk (2.15)

である。ここで、

dej

dt
= Ṙije

(0)
i

= Ω
(0)
ik Rkje

(0)
i

= Ω
(0)
ik RkjRilel

= Ωljel (2.16)

である。ただし、

Ωij
def
= Ω

(0)
ab RaiRbj (2.17)

であり、(1.5)より、

Ωij = −εkijΩk (2.18)

となる。(2.15)の第 2項において、

Ω · dej

dt
= ΩlΩlj

= −εkljΩkΩl

= 0 (2.19)

である。よって、(2.12)が示された。
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3 非慣性系での計量
ここでは、K0で gµν = ηµνが成り立つと仮定する。
線素は、

ds2 = −c2dt2 + (dXi)
2 = gµνdx

µdxν = (ηµν + hµν)dx
µdxν

である。ただし、x0 = ct, xi = xiである。
(1.6)より、

dXi = dt(ṙi + Ṙijxj) +Rijdxj (3.1)

である。よって、

(dXi)
2 = dt2(ṙi + Ṙijxj)

2 + (dxi)
2 + 2dtdxkRik(ṙi + Ṙijxj)

= h00(t)(dx
0)2 + (dxi)

2 + 2h0k(t)dx
0dxk (3.2)

である。ここで、

h00 =
1

c2
(ṙi + Ṙijxj)

2, (3.3)

h0k =
1

c
Rik(ṙi + Ṙijxj) (3.4)

である。また、

hij = 0 (3.5)

である。|hµν | ≪ 1である。

4 非慣性系での運動方程式の、一般相対論からの導出
一般相対論の質点の運動方程式は、

d2xα

dτ 2
+

{
α

µν

}
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (4.1){

σ

µν

}
def
=

1

2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) (4.2)

である。これより、

d2xi

dτ 2
+

{
α

00

}(dx0

dτ

)2

+ 2

{
i

0k

}
dx0

dτ

dxk

dτ
+

{
i

kl

}
dxk

dτ

dxl

dτ
= 0 (4.3)

である。これから (2.13)を導入する。
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|hµν(x)| ≪ 1の仮定から、{
σ

µν

}
≈ 1

2
ησλ(∂µhλν + ∂νhλµ − ∂λhµν) (4.4)

であり、これより、 {
k

00

}
≈ ∂0h0k −

1

2
∂kh00 (4.5)

である。ここで、

∂0h0k =
1

c2

[
Rikr̈i + ṘikṘijxj +RikR̈ijxj + Ṙikṙi

]
, (4.6)

−1

2
∂kh00 = − 1

c2
(Ṙikṙi + ṘikṘijxj) (4.7)

である。よって、 {
k

00

}
≈ 1

c2

[
Rikr̈i +RikR̈ijxj

]
(4.8)

である。(1.11)より、

Ṙij = Ω
(0)
ik Rkj,

R̈ij = Ω̇
(0)
ik Rkj + Ω

(0)
ik Ṙkj

= Ω̇
(0)
ik Rkj + Ω

(0)
ik Ω

(0)
kl Rlj (4.9)

であるから、 {
k

00

}
≈ 1

c2

[
Rikr̈i +RikΩ̇

(0)
ik Rkjxj +RikΩ

(0)
ik Ω

(0)
kl Rljxj

]
(4.10)

となる。よって、

m

{
k

00

}(dx0

dτ

)2

≈ mc2

{
k

00

}
≈ m

[
Rikr̈i +RikΩ̇

(0)
ik Rkjxj +RikΩ

(0)
ik Ω

(0)
kl Rljxj

]
(4.11)

である。
(4.11)の第 1項は (2.13)の第 2項に対応している。以下で確かめるように、(4.11)の第 2項は

(2.13)の第 3項に対応し、(4.11)の第 3項は (2.13)の第 5項に対応している。
RikΩ̇

(0)
ik Rkjxjにおいて、Rkjxj = x

(0)
k である。また、

Ω̇
(0)
ik Rkjxj = −εikmΩ̇

(0)
m x

(0)
k = −

(
x× dΩ

dt

)
· e(0)

i (4.12)

である。最後に、(1.5)より、RikΩ̇
(0)
ik Rkjxjは−

(
x× dΩ

dt

)
i
に対応する。
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RikΩ
(0)
ik Ω

(0)
kl Rljxjにおいて、

Ω
(0)
ik Ω

(0)
kl Rljxj = εikaΩ

(0)
a εklbΩ

(0)
b x

(0)
l

= εikaΩ
(0)
a (x×Ω)

(0)
k

= [(x×Ω)×Ω]
(0)
i

= −[Ω× (x×Ω)]
(0)
i (4.13)

なので、RikΩ
(0)
ik Ω

(0)
kl Rljxjは、遠心力に対応する。

以下のように、(4.3)の第 3項からコリオリの力を得る。|hµν | ≪ 1と ∂0hij ≈ 0の下で2) 、

2

{
i

0k

}
≈ ∂khi0 − ∂ih0k = 2∂[khi]0 (4.14)

を得る。今、

ωj def
=

1

2
cεjkm∂[khm]0 (4.15)

とすると3) 、

2m

{
i

0k

}
dx0

dτ

dxk

dτ
≈ 2mεkijω

j dx
k

dt

= −2m(
dx

dt
× ω)i (4.16)

となる。これはコリオリの力に対応する (コリオリの力を含む4) )。
コリオリの力の (4.15)の ωiを求める。

hm0 =
1

c
Rim(ṙi + Ṙijxj)

なので、

∂khm0 =
1

c
ṘikRim

=
1

c
RlmΩ

(0)
lj Rjk

=
1

c
Ωmk (4.17)

である。よって、

ωi = Ωi (4.18)

となる。
以上より、(4.3)から (2.13)が導出された。

2)K0で hij = 0なら、K でも hij = 0である。また、K0で hij ∼ hなら、K では、∂0hij は hβのオーダーで、
無視できる ((5.14))。

3)εjkm は完全反対称で、ε123 = 1である。また、εijk = εijk と置く。
4)K0 で gµν = ηµν が成立するなら、ω = Ωとなる ((4.18))。
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5 K0でhµν ̸= 0の場合

K0での hµν = gµν − ηµνを h
(0)
µν と書く。K0で、

|h(0)
µν | ∼ h ≪ 1 , ∂0h

(0)
µν ≈ 0 (5.1)

の場合を考える。ここで、h
def
= h

(0)
00 である。∼はオーダーが同じという意味である。この場合

も、座標系変換の式は (1.6)であるとする。K0, K
′, Kから見た粒子の速度の典型的な大きさを

vと置く。今、β2 def
= v2/c2 ∼ V 2/c2 ≪ 1を仮定している。さらに、h ∼ β2を仮定し、(4.3)で

β2のオーダーの項まで残すことを考える。
このとき、

ds2 = −c2dt2 + (dXi)
2 + h

(0)
00 c

2dt2 + 2h
(0)
0i cdtdXi + h

(0)
ij dXidXj

≡ −c2dt2 + (dxi)
2 + h00c

2dt2 + 2h0icdtdxi + hijdxidxj (5.2)

であり、

dXi = dt(ṙi + Ṙijxj) +Rijdxj

より、

h00 = h
(0)
00 +

1

c2
(ṙi + Ṙijxj)

2 +
2

c
h
(0)
0i (ṙi + Ṙijxj) +

1

c2
h
(0)
ij (ṙi + Ṙikxk)(ṙj + Ṙjlxl), (5.3)

h0k =
1

c
Rik(ṙi + Ṙijxj) + h

(0)
0i Rjk +

1

c
h
(0)
ij (ṙi + Ṙilxl)Rjk, (5.4)

hkl = h
(0)
ij RikRjl (5.5)

となる。オーダーは、

h
(0)
00 ∼ h ∼ β2, (5.6)

1

c2
(ṙi + Ṙijxj)

2 ∼ β2, (5.7)

2

c
h
(0)
0i (ṙi + Ṙijxj) ∼ hβ ∼ β3, (5.8)

1

c2
h
(0)
ij (ṙi + Ṙikxk)(ṙj + Ṙjlxl) ∼ hβ2 ∼ β4, (5.9)

1

c
Rik(ṙi + Ṙijxj) ∼ β, (5.10)

h
(0)
0i Rjk ∼ h ∼ β2, (5.11)

1

c
h
(0)
ij (ṙi + Ṙilxl)Rjk ∼ hβ ∼ β3, (5.12)

hkl ∼ h ∼ β2 (5.13)

である。また、∂0h
(0)
µν が hβ程度以下だとすると、

∂0hkl ∼ hβ ∼ β3 (5.14)

である。
(4.3)で β2のオーダーの項まで残すと、重力ポテンシャルがある場合の (2.13)が得られる。

h
(0)
00 が重力ポテンシャルである。
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