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Abstract

このノートでは、リーの構造定数から超リー群の構造定数を作る方法についてまとめる。
応用例として、超ド・ジッター群, 超ポアンカレ群, 超ポアンカレ群についてまとめた。
このノートは文献 [1]を参考にした。
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1 一般の超リー群の場合
リー群Gの各元が、n個の実パラメーターで特徴付けられるように、超リー群 G̃の各元は、n

個の実パラメーター εaと、q個のグラスマン数パラメーター ξαで特徴付けられる。まとめて、

εA = (εa, ξα) (1.1)

と書く。

|a| def= 0 , |α| def= 1 (1.2)

と置く。
εA = 0が単位元に対応するとする。G̃のうち、ξα = 0とした部分分がリー群Gになるとする。
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超リー群 G̃の超多様体Φへの作用を考える。Φの座標を ϕiと書く。ϕiが実数のとき |i| = 0,

ϕiがグラスマン数のとき |i| = 1とする。微分可能な写像R : G̃× Φ→ Φは、
R(e, ϕ) = ϕ, (1.3)

R(xy, ϕ) = R(x,R(y, ϕ)) (1.4)

を満たすとする。eは G̃の単位元である。特に、
Ri(x, ϕ) = Di

j(x)ϕ
j (1.5)

の場合、D(x) = (Di
j(x))は表現行列となる：

D(e) = 1, (1.6)

D(xy) = D(x)D(y). (1.7)

さて、単位元の付近で、
Di

j(x(ε)) = δij + (−1)|A|·|j|Gi
Ajε

A +O(ε2) (1.8)

で書けるとする。または、

Gi
Aj

def
= (−1)|A|·|j|Di

j(x(ε))

←−
∂

∂εA

∣∣∣
εA=0

(1.9)

である。ここで、εAの関数 f(ε)について、

f(ε+ δε) = f(ε) + f

←−
∂

∂εA
δεA = f(ε) + δεA

−→
∂

∂εA
f (1.10)

で、偏微分を定義した。
Gi

Ajに対して、
Gi

AkG
k
Bj − (−1)|A|·|B|Gi

BkG
k
Aj = (−1)|j|(|A|+|B|−|C|)Gi

Cjc
C
AB (1.11)

が成り立つ。ここで、cCABは G̃の構造定数で、
cCAB = −(−1)|A|·|B|cCBA (1.12)

とヤコビ恒等式
cDAEc

E
BC + (−1)|A|(|B|+|C|)cDBEc

E
CA + (−1)|C|(|A|+|B|)cDCEc

E
AB = 0 (1.13)

を満たす。
今、

GA
def
= (Gi

Aj) (1.14)

とし、
[GA, GB}

def
= GAGB − (−1)|A|·|B|GBGA (1.15)

とすると、(1.11)は、
([GA, GB})i j = (−1)|j|(|A|+|B|−|C|)(GC)

i
jc

C
AB (1.16)

となる。
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2 構造定数が複素数の場合
以下では、

cCAB = 0 (|A|+ |B| − |C| ≡ 1 mod 2) (2.1)

の場合を考える。この場合、(1.16)は、

[GA, GB} = GCc
C
AB (2.2)

となる。
今、

(cA)
B
C

def
= (cBAC) (2.3)

とすると、(2.1)より、

ca =

(
cbac 0

0 cβaγ

)
, (2.4)

cα =

(
0 cbαγ

cβαc 0

)
(2.5)

となる。また、(1.13)は、

[cA, cB} = cCc
C
AB (2.6)

となる。(2.6)より、

[ca, cb] = ccc
c
ab (2.7)

である1)。今、

(Ga)
β
γ

def
= cβaγ (2.8)

とすると、(2.7)より、

[Ga,Gb] = Gcc
c
ab (2.9)

を得る。これは、Gaはリー群Gの生成子の表現である。
また、

cβαc = −cβcα = −(Gc)
β
α (2.10)

である。
以下で考えるのは、リー群Gの構造定数 ccabから、超リー群のそれ cCABを作る方法である。

1)ここで、[a, b]
def
= ab− baである。以下、{a, b} def

= ab+ baも使う。
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まず、Gaを与える。つまり、cβaγを与える。すると、(2.10)から cβαcが定まる。残りは、cbαγ
を求めればよい。ただし、これらの構造定数は、ヤコビ恒等式 (1.13)より、以下を満足する必
要がある：

cdaec
e
bc + cdbec

e
ca + cdcec

e
ab = 0, (2.11)

cδaεc
ε
βc + cδβec

e
ca + cδcεc

ε
aβ = 0, (2.12)

cdαεc
ε
βc − cdβεc

ε
cα + cdcec

e
αβ = 0, (2.13)

cδαec
e
βγ + cδβec

e
γα + cδγec

e
αβ = 0. (2.14)

最初の式は仮定より成立している。第 2式 (2.12)は (2.9)である。第 3, 4式が課される要請で
ある。

2.1 計量
計量 κS = (κab)を、実対称行列であり、逆行列を持ち、

cabc
def
= κadc

d
bc (2.15)

が完全反対称となるようなものとして導入する。Gが半単純リー群なら、

κab = −Accadcdbc (2.16)

とすればよい。Aは実定数である。
次に、計量 κA = (καβ)を、反対称複素行列で、

cαbγ
def
= καβc

β
bγ (2.17)

が

cαbγ = cγbα (2.18)

となるものとして導入する。
また、

κ
def
= diag(κS, κA) (2.19)

とする。また、

(κab)
def
= κ−1

S (2.20)

とする。
このとき、

(κcb)AC = κADc
D
bC =: cAbC = −(−1)|A|·|C|cCbA (2.21)

である。
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2.2 caβγ

今、
caβγ

def
= −κacκβδc

δ
cγ (2.22)

と定義する。このとき、(2.13)は (2.12)より従う。実際、(2.12)に −κdaκαδ を作用させると、
(2.12)の第 1項は、(2.13)の第 1項に移り、第 3項は第 2項に、第 2項は第 3項に移る。(2.12)

の第 3項に−κdaκαδを作用させたものをA, (2.13)の第 2項をBとすると、
A = −κdaκαδc

δ
cεc

ε
aβ

= −κdacαcεc
ε
aβ

= −κdacεcαc
ε
aβ

= −κdaκεδc
δ
cαc

ε
aβ

= κdacδcαcδaβ (2.23)

であり、
B = −cdβεcεcα

= κdaκβδc
δ
aεc

ε
cα

= κdacβaεc
ε
cα

= κdacεaβc
ε
cα = A (2.24)

となる。

2.3 (2.14)と等価な条件
今、

Ga def
= κabGb (2.25)

とすると、(2.14)は、
2GeSκAG

e +GeTr(SκAG
e) = 0 (2.26)

が任意の q次対称行列 Sについて成り立つ事と等価である。つまり、この恒等式が成り立って
いれば、超リー群の構造定数が得られた事になる。
これを確かめる。上式の δ

γ成分は、
2(Ge)

δ
αS

αβ(κAG
e)βγ + (Ge)

δ
γS

αβ(κAG
e)βα = 0 (2.27)

である。ここで、
(κAG

e)βγ = ceβγ (2.28)

である。よって、
Sαβ(cδeαc

e
βγ + cδeβc

e
αγ + cδeγc

e
βα) = 0,

cδeαc
e
βγ + cδeβc

e
αγ + cδeγc

e
βα = 0 (2.29)

となる。これは (2.14)と等価である。
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3 超リー群の例
3.1 超ド・ジッター群
ガンマ行列 {γa}a=−1,0,1,2,3を、

γaγb + γbγa = 2ηab , ηab = diag(−1,−1, 1, 1, 1) (3.1)

で定義し、実反対称行列 γ̄を、

γ̄γaγ̄
−1 = tγa , det(γ̄) = 1 (3.2)

で定義する。これより、

γ̄ = ±γ−1γ0 = ±γ1γ2γ3 (3.3)

である。ここで、

γ−1 = ±γ0γ1γ2γ3 (3.4)

を用いた。γを、

γ
def
= γ̄γ−1 (3.5)

で定義する。γは反対称行列である。また、γ−1, γ0は反対称行列で、γ1, γ2, γ3は対称行列である。
γaの成分 (γa)αβと書く。α, β = 1, 2, · · · , 2[D/2] = 4である ([A]はガウス記号,今はD = 5)。ま
た、γ̄の成分を (γ̄)αβと書く。よって、γの成分は、(γ)αβと書かける。(tγa)

β
α = (γa)

β
αである。

今の場合、Gは、

Gab
def
=

1

4
[γa, γb] =

1

4
(γaγb − γbγa) (3.6)

とすれば良い。また、計量は、

κabcd = ηadηbc − ηacηbd, (3.7)

καβ = (iγ̄)αβ (3.8)

とすればよい。γ̄Gabは対称行列である。(2.26)は、任意の 4次対称行列 Sに対して、

2GabSγ̄G
ab +GabTr(Sγ̄G

ab) = 0 (3.9)

である。これは成り立っている。
この超リー群を超ド・ジッター群という。生成子は、ド・ジッター群の生成子GabとGαであ
り、交換関係は、

[Gab, Gcd] = ηadGbc + ηbcGad − ηacGbd − ηbdGac, (3.10)

[Gab, Gα] = Gβ(Gab)
β
α, (3.11)

{Gα, Gβ} =
i

2
Gab(γ̄G

ab)αβ (3.12)

である。
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3.2 超ローレンツ群
a, bなどのラテン添え字は 0, 1, 2, 3を表す。
γaは実行列に取ることが出来る。以下ではこれを仮定する。
この場合、Gは、Gabであり、

κabcd = ηadηbc − ηacηbd, (3.13)

καβ = (iγ)αβ (3.14)

とすればよい。ηab = diag(−1, 1, 1, 1)である。γGabは対称行列である。(2.26)は、任意の 4次
対称行列 Sに対して、

2GabSγG
ab +GabTr(SγG

ab) = 0 (3.15)

である。これは成り立っている。
この超リー群を超ローレンツ群という。生成子は、ローレンツ群の生成子GabとGαであり、
交換関係は、

[Gab, Gcd] = ηadGbc + ηbcGad − ηacGbd − ηbdGac, (3.16)

[Gab, Gα] = Gβ(Gab)
β
α, (3.17)

{Gα, Gβ} =
i

2
Gab(γG

ab)αβ (3.18)

である。
超ローレンツ群については [2]が詳しい。

3.3 超ポアンカレ群
a, bなどのラテン添え字は 0, 1, 2, 3を表す。
超ド・ジッター群の生成子を用いて、

Jab
def
= −iGab, (3.19)

Pa
def
= iλ2G−1,a, (3.20)

Qα
def
= iλ

√
2Gα (3.21)

とする。λは任意の実数である。この時、以下が成り立つ：

[Jab, Jcd] = i[ηacJbd + ηbdJac − ηadJbc − ηbcJad], (3.22)

[Jab, Pc] = i(ηacPb − ηbcPa), (3.23)

[Jab, Qα] = −
i

4
Qβ([γa, γb])

β
α, (3.24)

[Pa, Pb] = −iλ4Jab, (3.25)

[Pa, Qα] =
i

2
λ2Qβ(γ−1γa)

β
α, (3.26)

{Qα, Qβ} = Pa(γγ
a)αβ −

1

4
λ2Jab(γ̄[γ

a, γb])αβ. (3.27)
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λ ̸= 0ではこれは超ド・ジッター群に他ならない。λ = 0では、これは以下の交換関係で定義さ
れる超ポアンカレ群となる：

[Jab, Jcd] = i[ηacJbd + ηbdJac − ηadJbc − ηbcJad], (3.28)

[Jab, Pc] = i(ηacPb − ηbcPa), (3.29)

[Jab, Qα] = −
i

4
Qβ([γa, γb])

β
α, (3.30)

[Pa, Pb] = 0, (3.31)

[Pa, Qα] = 0, (3.32)

{Qα, Qβ} = Pa(γγ
a)αβ. (3.33)
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